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Introduction 


Ce volume VI de la revue propose de s’entraîner pour les écrits du CAPES 
et de l’agrégation. 


Tout d’abord avec deux problèmes d’arithmétique, ensuite avec un petit 
cours de géométrie sur les abscisses curvilignes, où l’on définit la longueur d’un 
arc rectifiable, les repères de Frénet, les développées et les développantes, et 
enfin en revisitant le splendide théorème de relèvement, et en en profitant pour 
donner in extenso ma correction de la partie III de la première composition 
de l’agrégation interne qui vient juste d’avoir lieu les 24 et 25 janvier 2013. 
Cette composition était difficile, mais j’ai fini par arriver à traiter toutes les 
questions et je peux maintenant exploiter de ce travail, et le partager dans 
cette revue avec vous, par exemple. 


J’oubliais le chapitre Faire l’impasse sur 10 leçons où je réponds à Samuel 
qui nous rassure en calculant la probabilité de tomber sur une leçon d’oral 1 
du CAPES connue sachant qu’on en a étudié 59 sur 69, ou moins. Voilà des 
calculs qui rasssurent.. et montre que le facteur chance existe aussi dans les 
concours, même si les concours n’existent que pour les minimiser et éviter des 
recrutements à la tête des clients. L'égalité devant les concours n’est pas un 
vain mot. 


Tomber sur une leçon que l’on aime bien et que l’on a préparé arrive 


constamment. Alors pourquoi pas nous ? 


Dany-Jack Mercier 
Pointe à Pitre, le 21 février 2013 


V[mag201213-06] v1.00 
© 2013, Dany-Jack Mercier. Tous droits réservés. 


Introduction 


Chapitre 1 


Entraînement à l’écrit en 
arithmétique 


L'université des Antilles et de la Guyane a proposé de prendre en charge un 
certain nombre d’heures supplémentaires de préparation au concours durant 
cette année universitaire 2012-13. Ces heures, préalablement affectées à la pré- 
paration à l’oral, on rapidement été transformées en des heures de préparation 
à l'écrit d’un concours dont les dates changent maintenant chaque année au gré 
des déclarations de nos hommes politiques, puisque nous avons appris seule- 
ment en décembre 2012 qu’il y aurait un écrit du CAPES en juin 2013 et non 
plus en novembre 2013 comme il était prévu depuis la dernière réforme 2010. 


Voici un effet pervers des réformes entreprises à la va-vite sans aucune mesure 
de ce que peuvent endurer les étudiants et les formateurs impliqués dans ces 
préparations. Une maquette de master demande des mois, voire des années, 
à être construite, puis des mois à être validées, et là nous nous retrouvons en 
train d'adapter, pour le meilleur et pour le pire, une maquette qui ne corres- 
pond plus aux dates des concours. Mais, cette histoire, on la connaît déjà, on 
la vit tous les jours, et visiblement elle n’est pas prête de s’arrêter. 


Voilà pourquoi j'ai obtenu cette année 12 heures de TD dans un Plan Réus- 
site Concours que je me suis vite mis à affecter à la préparation à l'écrit. Le 
texte qui suit est celui des trois premières heures d’entraînement du mercredi 
23 janvier 2013, de 14h à 17h. Les problèmes proposés sont extraits de mon 
Recueil d'exercices et de problèmes d’algèbre, d’arithmétique et de géométrie 
paru en 2010 [2]. 
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1.1 Consignes 


Je distribue le texte comportant les deux problèmes en début de séquence en 
donnant les instructions suivantes. 

a) I s’agit de rechercher les solutions et de rédiger comme si l’on était en 
en situation de concours. On choisit les questions que l’on traite soi-même 
suivant les difficultés ressenties. On rédige ensuite complètement et au propre 
avec le matériel dont on disposera le jour du concours (le stylo que l’on utilisera 
vraiment, la calculatrice, les instruments de dessin...). On n’utilisera pas de 
crayon papier pour la rédaction au propre. Le texte proposé doit être définitif. 

b) On a le droit de parler et d’échanger avec son voisin. 

c) En cas de blocage ou si le moral flanche, il est conseillé de venir me voir. 


d) Dès que l’on a rédigé au propre une ou plusieurs questions, on doit venir 
me les montrer pour analyse et correction immédiate. 


1.2 Enoncé 


Problème 1.1 Equation de Pythagore 


Les deux parties de ce problème sont indépendantes et proposent chacune une 
méthode pour obtenir toutes les solutions entières (c'est-à-dire dans Z) non 
triviales (c’est-à-dire telles que xyz Z 0) de l'équation de Pythagore : 


(E)ia+y =27. 
A. Méthode d’Euclide 


A.1. Montrer que le problème se ramène à la recherche de tous les entiers 
naturels non nuls x, y, z solutions de (E) et premiers entre eux dans leur 
ensemble. 

A.2. On suppose que (x,y,2) € (N*)* est une solution entière de l’équa- 
tion (E) telle que pgcd(x,y,z) = 1. Montrer que x et y ne peuvent pas être 
simultanément pairs, ni simultanément impairs. En supposant x impair et y 
pair, vérifier ensuite qu'il existe deux entiers premiers entre eux U et V tels 


que : 
z=U-V 
z=U+V, 
puis que U et V sont, au signe près, des carrés parfaits. En déduire la forme 


des solutions de (E) dans (N*)”, vérifiant l'hypothèse pgcd (x,y,2) = 1, et 
telles que x soit impair et y pair. 
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A.3. Conclure en donnant toutes les solutions non triviales de (E). 
B. Méthode de Diophante 


B.1. Montrer que résoudre (E) en nombres entiers revient à chercher toutes 
les solutions rationnelles de l’équation (R) : x? + y? = 1. On note C le cercle 
d’équation (R) dans le plan rapporté à un repère orthonormal. On considère 
la droite D4 d’équation y = tx — 1 dans ce même repère. Cette droite passe 
par le point de coordonnées (0, —1). Un point du plan sera dit rationnel si ses 
coordonnées sont rationnelles. 


B.2. Chercher les coordonnées du second point d’intersection de D, et du 
cercle C. 


B.3. Soit C un cercle de rayon rationnel et dont le centre est un point 
rationnel. Soit D une droite d’équation ax + by + c = 0 passant par un point 
rationnel Mo (to, yo) de C!. 


a) On suppose a, b, c rationnels. Montrer qu'alors D recoupe C en un point 
rationnel. 

b) Envisager la réciproque de à). 

c) En déduire les solutions rationnelles de (R). 


B.4. Déduire des questions précédentes toutes les solutions entières de (E). 


B.5. Vérifier que les solutions obtenues en B.4 sont les mêmes que celles 
obtenues en À.8. 


Problème 1.2 (CAPES externe 2008) Une minoration de la fonction 7 


Pour tout entier n > 1 on pose An = ppem(1,2,.…,n) et l’on note m(n) le 
nombre de nombres premiers compris dans l'intervalle [0,n]. Ce problème per- 
met d'obtenir une majoration de À, et d’en déduire une minoration de m(n). 
On considère a,b € N vérifiant 1 < b < a et l’on pose : 


1 
T (b,a) = J at (1 x) dx. 
0 


1.a. Expliciter I (1, a) en fonction de a. 
b 
1.b. Montrer que si b < a alors T(b+1,a) = es (b, a). 
1.c. En déduire que I (b, a) = Te. 
b 


2. On se propose dans cette question de donner une autre méthode pour 
calculer I (b,a). On considère un réel y € [0, 1[. 


2.a. En développant à l’aide de la formule du binôme de Newton, montrer 
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que : 


1 a 
(A—x+aæy) dæ = 
0 


k=1 


6 - #1 (k, a). 


2.b. En calculant maintenant directement l'intégrale, montrer que : 


1 (22 
_ 1 Le 
| (-z+ay) dr ==> NE 
0 


k=1 


2.c. En déduire que T(b, a) = 1 = CS 
b 


3 


| a—b 
3.a. Montrer que I (b,a) = >. 


k [a—b 
3.b. En déduire que I (b, a) À, € N. 
3.c. Prouver que l’entier b(f) divise l’entier À. 


À. Soit n > 1 un entier. 


4.a. Montrer que les entiers n(?7) et (2n +1) (+) divisent l’entier Aon:1. 


(Indication : on remarquera que pour tout k > 1, Ay divise Ay:1.) 


4.b. En déduire que l’entier n (2n + 1) (22) divise Agn+1. (Indication : on 
remarquera que les entiers n et 2n + 1 sont toujours premiers entre eux.) 


4.c. Montrer que pour tout k € {0,...,2n} on a l'inégalité (5) ns ES). 


nm 
4.d. En déduire que (2n + 1) () > 4. (Indication : on développera l’éga- 
lité 4 = (1+1)7.) 
4.e. En déduire que Aopr1 > n4?. 


4.f. Montrer que sin > 9 alors À,, > 2° et vérifier que cette inégalité est 
encore vraie pour n = 7 et 8. 


5. Soit n > 1 un entier. Si p désigne un nombre premier, on appelle va- 
luation p-adique de n l’entier noté v,(n) et égal à l’exposant de p dans la 
décomposition en facteurs premiers de n. On note P l’ensemble des nombres 
premiers positifs. 

5.a. Soit p € P, montrer que pr (An) < n. (Indication : On commencera 
par exprimer Up (An) en fonction des entiers v, (1), …, vp(n).) 

5.b. Montrer que An = T2 pEP ptr(An), 

5.c. En déduire que An < nr). 

6. Pour tout entier n > 0, on note m(n) le nombre de nombres premiers 
compris dans l'intervalle [0, n]. 
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6.a. Montrer que pour tout n > 7 on a : 
n 
> (n2) —. 
r(n) > (m2) = 
6.b. Pour quels entiers n € {2,3,4,5,6} l'inégalité de la question précé- 
dente est-elle encore vraie ? 


1.3 Solution 
Solution du Problème 1.1|A.1. Si (x,y,z) est une solution entière de 


(£), ïil suffit de diviser chaque nombre par le pgcd d de x, y, z pour que le 
triplet (x/d,y/d,2/d) soit solution de (E) avec pgcd(x/d, y/d,2/d) = 1. 

Cela étant, pour tous €,e’,€” € {+1}, un triplet (x,y, z) est solution de (Æ) si 
et seulement si (ex, ey,e”z) est solution de (E). Les signes de x, y, z peuvent 
donc être quelconques, et le problème se ramène bien à trouver tous les entiers 
naturels non nuls #, y, z premiers entre eux dans leur ensemble et vérifiant (E). 


A.2. e Si x et y sont pairs, 2? est pair comme somme des deux nombres 
pairs +? et y?. Dans ce cas 2 divise z?, donc aussi z, ce qui est absurde : 2 ne 
peut pas diviser simultanément trois nombres x, y et z premiers entre eux! 


e Six et y sont impairs, z? est pair comme somme des deux nombres im- 
pairs x? et y”, donc z est pair. Mais alors x? = y? = 1 (4) et 2? = 0 (4), ce 
qui est impossible puisque 2? + y? — 22. 

e Six est impair et y pair, alors 2? est impair (comme somme de l’impair +? 
et du pair y?), et z aussi. Les nombres x et z étant impairs, il est certain que 


z+x et 2 — x seront pairs et il existera deux entiers ÜU et V tels que : 


ee. z=U-V 


z=U+V. 


, c’est-à-dire 
z—x—=2V 


Clairement U et V sont des entiers naturels non nuls (puisque z + x € N*, 
z — x entier non nul et z > x). On a pgcd (U, V) = 1, autrement il existerait 
un diviseur premier p commun à U et V, et p diviserait x =U—-V,z2=U+V 
et y? = 2? — x°, donc y, ce qui est absurde puisque x, y, z sont premiers entre 
eux dans leur ensemble. On à : 


p=r-x =(U+V) (UV) —=AUV. 


Puisque y est pair, il s'écrit 2y/ et l’on obtient y? = UV. Il suffit d'utiliser 
Punicité de la décomposition d’un nombre en produit de facteurs premiers, 
et l’hypothèse pgcd(U, V) = 1, pour constater que U et V sont des carrés 
parfaits. Il existe donc deux entiers naturels u et v tels que (U, V) = (u?,v?). 
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Finalement, si (x,y,z) € (N*)° est une solution de l'équation (E) telle que 
pacd (x,y,z) = 1, et telle que x soit impair et y pair, il existe deux entiers 
naturels u et v premiers entre eux (avec uw > v) tels que : 


(EU) (u? — v?,Quv, u? + v°) : 


La réciproque est triviale. 


AÀ.3. Hormis les solutions triviales (0,en,e/n) et (en, 0,e/n) où €, € appar- 
tiennent à {+1} et n € N, on obtient les solutions : 


CURAlE (ed (u? _ v°) ,e2duv, e"d (u? + v°)) (ft) 


et : 


ue) (e’2duv, cd (u? . v°) “ed (u? + v°)) (+) 
où e,e/,e”/ € {+1}, dE Z*, et où (u,v) € N° vérifie pgcd (u, v) — 1. 


Remarque — En fait, toutes les solutions triviales autres que (0,0,0) 
s’écrivent sous l’une des deux formes (f) ou (t) qu’il suffit de retenir. Par 
exemple, (0,en,e/n) (où n # 0) est obtenu en faisant u = 1 et vu = 0 dans (t). 


B.1. On peut supposer z £ 0 (autrement x = y = z = 0). Alors : 


2 2 
m+yÿ = & (=) + (2) dt 
z Z 


B.2. L'équation 2? + (tx — 1)” = 1 s'écrit (4? + 1) x? — 2x = 0 et admet 
les racines : 0 et x = 2t/ (1 + 1): L’intersection D, N C'est donc formée des 
points de coordonnées : 


2 2-1 
0,—1 t ——, — 
OÙ « (): 


qui coïncident lorsque t = 0. 


B.3.a. Une équation de C'est (x — @)° + (y — B)? = r? où à, B,reQ. 


@-a) +8 =r 


M(x,y)eDNC & 
ax + by +c=0. 


On peut supposer que b n’est pas nul sans restreindre la généralité du problème. 
Alors : 


et x est solution de : 
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autrement dit de : 
+R) (+8) -ajeret+ (+20 


Par hypothèse, le rationnel x0 est déjà solution de cette équation du second 
degré. L'autre solution x; vérifiera donc (relations entre coefficients et racines 
d’un polynôme) : 


ras -2(5(6+0) 0) 2Èg 


Cela prouve que x: est rationnel comme la différence de deux rationnels. Bien 


| a C re 
entendu, la seconde coordonnée y] = —-x1 — - sera aussi rationnelle. 


b b 


B.3.b. Si D coupe C en deux points Mo (xo, Yo) et Mi (x1, y1) rationnels, 
alors D admet l’équation : 


TT Li — XO 
Y— YO Vi — Yo 


soit : 
D : (y1 — Yo) (x — To) — (x1 — To) (y — yo) — 0, (+) 


et les coefficients de cette équation de droite sont tous rationnels. Si D admet 
une autre équation de la forme ax +by+c = 0, alors (a, b,c) est proportionnel 
aux coefficients correspondants et rationnels de l’équation (+). C’est tout ce 
qu'on peut affirmer. 

On retiendra que si D coupe C' en deux points rationnels, il existe au moins 
une équation de D à coefficients rationnels. 


B.3.c. Mis à part (0, 1), les points rationnels de C' sont les points d’intersec- 
tion de D, et C quand t est rationnel. Ce sont donc les points de coordonnées : 


7 2% t#—1 
PO LT uLe 


où £ parcourt Q,. 


B.4 (x,y,z) sera une solution entière de (Æ) (distincte de (0,0,0)) si et 
seulement si : 


UN T Y\ X H—1 
C5) =-01 Fo ED - SEC 
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En écrivant { sous la forme t = u/v, avec (u,v) € Z x Z* et pgcd(u,v) = 1, 


on obtient : 
T Y\ EN es 2uv u?—v 
(2)= 00 de EN -(S) 


e La première égalité signifie que (x, y, z) = (0,z,z). C’est un cas particulier. 


e La seconde égalité signifie que les suites (x, y, z) et (Zuv, u? — v?, u? + v?) 
sont proportionnelles, autrement dit qu’il existe un réel k tel que : 


CTI =Ex (2uv, u? AR ee v°) | 


Les nombres x, y, z étant entiers, k sera rationnel donc de la forme p/q avec p 
et q entiers premiers entre eux et q non nul. Si q £ +1, q possède un diviseur 
premier m et le théorème de Gauss montre que m divisera simultanément 
Quv,u? — v? et u? + v?, donc (u + vw)” et (u — v)”, donc aussi u + v et u — v 
(car m est premier), donc encore 2u et 2v. Comme pgcd (u,v) = 1, cela signifie 
que m = 2. Ainsi g = 2° avec 5 € N. Si s > 0, 2° doit aussi diviser 2u et 2v, 
et 2-1 divise u et v. Puisque pgcd (u,v) = 1, cela n’est possible que si s = 1. 
Finalement le coefficient de proportionnalité k est de la forme k = p/2° avec 
5 = 0 ou 1, et p premier avec 25. 


En conclusion, cette méthode de résolution nous donne une autre façon de 
décrire les solutions entières de (Æ) : les solutions entières (x, y, z) de l’équation 
(E) : à? + y? = 2? s’écrivent (0, z,z) où z € Z, ou bien : 


(ae) En (2uv, u? — v?,u? + v°) 


où (u,v) € Z? vérifie pgcd (u,v) = 1, où s € {0,1}, et où p est un entier relatif 
premier avec 2°. 

B.5. Les solutions de (E) dans Z* s’obtiennent à partir des solutions de (E) 
dans N° en ajoutant des signes quelconques. Les solutions triviales (i.e. telles 
que l’un au moins des nombres x, y, z soit nul) sont obtenues en A.3 comme 
en B.4. 

Pour vérifier que les solutions obtenues en B.4 sont les mêmes que celles obte- 
nues en À.3, il suffit donc de travailler sur les seules solutions (x,y,z2) de (E) 
formées avec des nombres entiers naturels x, y et z dont aucun n’est nul. 


Supposons donc que (x,y,2) € (N*)* soit une solution de (E). D’après A.3, 
ue t (2uv, EN + v°) ou d (u? — v?,Quv, u? + v°) (A) 


où d € N*, et où (u,v) € N? vérifie u > v et pgcd (u,v) = 1. 
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D'après B.4, on obtient plutôt : 
(mu 2) =D (2uv, u? — v?,u? + v°) ou 5 (2uv, WU y ur v°) (B) 


avec (u,v) € N° et pgcd (u, v) = 1. 


On aura montré que ces deux descriptions coïncident si l’on montre que les 
deux affirmations suivantes sont équivalentes : 


(i) Il existe (u,v) € N°, avec pgcd (u, v) — 1, tels que : 
(d2)= (u? — v?,2uv, u? + v°) . 
(ii) Il existe (u/,v') € N?, avec pgcd (u/, v') — 1, tels que : 


, du? v2 uw? +? 
t,y,z)=|uv 
YU; nl 9 nl 2 


e Vérifions que (ii) entraîne (i). Il s’agit de résoudre le système suivant dont 
les inconnues sont u et v, et où u/ et v! sont donnés : 


u2 — vw? = w'v! 
' de =e 
UV = 
(S) 9 
12 12 
US +v 
u? + v? E 


Si (u,v) est solution de (S), alors : 


et l’on peut choisir simplement choisir : 


1 
u+v=u ; u= (uw +v) 
î autrement dit 1 
U—V—=UV v= (uv). 


Il est maintenant facile de remplacer dans le système (S) et de constater que 
le couple : 


1 
(u,v) — : (u'+v',u — v!) 
est bien une solution de (S). Cela nous suffit pour que l’on puisse affirmer 


que toute solution qui s'écrit sous la forme (ii) s’écrira inévitablement sous la 
forme (i). 
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e De la même façon, on montre que (i) entraîne (ii) : il suffit de résoudre le 
même système (S) en choisissant cette fois-ci u/ et v’ comme inconnues et u, 
v comme paramètres. On vérifie alors que (u/,v') = (u+v,u—v) est bien 
solution de (S). 


Solution du Problème 1.2 |1.a. On a : 


1e f G-a dx = 2) 2 


a 0 a 


1.b. L'intégrant étant un produit de deux fonctions C1 (en fait C'©) sur 
[0,1], on peut intégrer par parties : 


1 
I(b+1,a) — | a (1 2) qx 
0 


Il 
=) 
[|S 
© 
D 
> 
à 
ii 
un 
Fi 
nr 
S 
[= 
D 
à 


RS 
S 
& 
DE 


1.c. On utilise la formule de la question précédente autant de fois que né- 
cessaire pour obtenir : 


b—1 
T(b,a) —= pi 0 00) 
b—1 b—2 
— T(1 
a—b+1 a—-b+2 der iL NL 
(G= D 1 


es (s) _a(a-1).(a-b+1) 


2.a. On a : 


1 Ve : 
: (—x+xy)"! dr = jl ( Ja — 2) ET (xy) dx. 
0 ie 


+= 


1.3. SOLUTION ls 


En faisant le changement d’indice à = k — 1, on trouve : 


= fa—1 k—1 tes a—k 
> te (1—x)" " dx 


k=1 


1 
: (—x+axy) ! dx 
0 


a — 


er 
_ I | 
é — . 4 (&,a) 
2.b. Un calcul direct donne : 


l 1 
| (—x+ay)" dx = | (+ (y—1)x)TT dx 
0 0 


y— 1 a 0 
1 me 
a  y—1i 


Comme : 


at _ a—1 _ k—1 

+ = Lys EU = y , 
k=1 

on obtient bien la formule annoncée. 


2.c. Les deux questions précédentes montrent que : 


ol : 1-5 
Vy € [0,1[ D (i 1) at no 
k=1 


: À à : : g —1 1 k—1 
Pour a fixé, le polynôme à coefficients réels Se (enr (k, a) — 1) 14 
admet une infinité de racines (tous les y appartenant à [0,1[), donc est égal 
au polynôme nul. Aïnsi : 


Vke {1,..., a} (, : 1} Ro) = : 
soit : : 
Vbe{1,..,a} T(b,a) = MR) 
Comme ao 1) = Pere = Dre = u() , on obtient bien : 
D) ER 
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3.a. 
1 1 a—b ss. 
I (b,a) = | at) dx = | me ÿ ( ) (-x) dx 
L f rer D 
a—b eh 1 
= (ir ( L )/ af +b 1 Gr 
k=0 q 
1 21! 
Comme | gktb=l Gr — = , on obtient bien : 
0 k+b], k+b 


a—b 
I (b,a) = Ÿ (1) ( . ) ms © 


3.b. Quel que soit & € {0,...,a—1}, F) est entier. La formule (2) exprime 
donc I (b,a) comme une somme de fractions de dénominateurs b, 1 +b, 2 +b, 
…, à. Par hypothèse, À, est multiple de chacun de ces dénominateurs, donc 
il existe des entiers £, tels que À, = (k +b)£, pour tous k € {0,...,a — 1}. 
L'égalité (2) entraîne alors : 


I (b,a) A4 DE ne eZ 


(somme de produits d’entiers). 


Il suffit de rappeler que 1 (b,a) = Fe arte 7) deu dx est positif comme 


intégrale d’une fonction positive sur son intervalle de définition, pour conclure 
à T(b,a) A EN. 


3.c. En utilisant (1) et la question précédente, on obtient : 
T(b,a)A,=—<e EN 


donc b() divise A4. 


4.a. Pour tout k, Ax,1 est un multiple de 1, 2, …, k + 1, donc a fortiori un 
multiple de 1, 2, …., k, et à ce titre sera un multiple du ppem A4 de 1, 2, …, 
k. Donc : 


Vk > 1 AE divise AVAEE 
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Notons | la relation "divise". Les questions précédentes montrent que l’entier 
b() — ae) divise AÀ,. 


e En prenant a = 2n et b = n, on obtient : 


2 
u(r) = (7) | Aon | Aan+1, donc n à | Aon+1. 
b n n 


e En prenant a = 2n +1 et b=n+1, je trouve : 


te = GT () As 


4.b. Posons c — GE 
D’après la question précédente, nc | A1 et (2n + 1) c| A2n+1. Il existe donc 
q € N tel que : 
Agn+1 = NCG. 


Comme (2n + 1)c | ncq, on en déduit (2n +1) | nq d’où (2n +1) | qg en 
appliquant le Théorème de Gauss. Il existe donc r € N tel que q =r(2n +1), 
et en remplaçant, 

Aon+1 = n(2n +1) cr. 


Cela prouve que n (2n + 1) c divise A9 +1. 


Remarques — à) Pour vérifier que n et 2n + 1 sont premiers entre eux, il 
suffit de prendre un diviseur d commun à ces deux nombres, puis de s’aperce- 
voir qu'il divisera 2n +1—2%Xn = 1, donc que d = +1. Le pgcd de n et 2n+1 
est donc 1. 


B) L'utilisation que nous avons faite du Théorème de Gauss ([?], Co. 2) est 
un classique que l’on rencontre dans le cours, au moment où on démontre que, 
si a et b sont premiers entre eux et divisent le même nombre c, alors ab divise c. 
Si le lecteur sent qu’il doit réviser les faits basiques concernant la divisibilité 
dans Z, il peut tout de suite lire la leçon d’oral concernant le pgcd de deux 
entiers et les nombres premiers entre eux ([?], Chap. 1). Cette leçon d’oral est 
à travailler consciencieusement pour les écrits et pour les oraux des concours ! 


4.c. On à : 
co < () & FT < enr & (nl)? < El (2n — k)!. 


eSik<n, alors n < 2n — k et la dernière inégalité écrire équivaut succes- 
sivement à : 


20 CHAPITRE 1. ENTRAÎNEMENT À L'ÉCRIT EN ARITHMÉTIQUE 


n(n—-1)….(n-k+1) <(2n—k)(2n —k—1)..(n—k+1) 
1< (2n — k)(2n — k—1)...(n +1). 


Cette dernière inégalité est triviale car un produit de nombres entiers naturels 
non nuls est toujours supérieur à 1. Donc ( < (27) dès que k < n. 


eSik > n, alors n > 2n — k et on peut appliquer le point précédent pour 


obtenir : 
2n 2n 2n 
— < ; 
k 2n—k). \n 
4.d. En utilisant la formule du binôme, on déduit : 
on 2n 
A (EÏTr= < (2n+1 . 
arr -Ë (2) seme0() 
k=0 
4.e. D’après A.1.4.b, n (2n +1) (27) divise Aon+1, donc est inférieur à A9» 1. 
En utilisant aussi la question précédente : 


2 
nm 


4.f. e Si n est impair, posons n = 2m + 1. On a : 
An = Ami > mA = m2 > 22m+1, 
dès que m > 2, autrement dit dès que n > 5. 
e Sin est pair, posons n — 2m + 2. On a : 
An = Agmi2 > Aomi > mA = m2 > 92m+2 


dès que m > 4, autrement dit dès que n > 10. 


On peut donc dire que À, > 2° pour tout n > 9. On vérifie que l’inégalité est 
encore vraie lorsque n — 7 ou 8, en calculant : 


A7 = ppem (1, 2,3,4,5,6, 7) = 22? x 3 x 5 x 7 = 420 > 27 — 198 
Ag = ppem(Ay, 8) = ppem(420, 8) — 840 > 28 — 256. 


5.a. Comme AÀ,, = ppem (1,...,n), 
Up (An) = Max {vw (i) /ie{1,..,n}} 


et il existe k € {1,...,n} tel que v, (A) = v, (k). Mais alors : 
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montre bien que pt?(An) < n. 


5.b. On a toujours À, — [ler pl), et il s’agit de montrer que, dans ce 
produit, les seuls nombres premiers qui interviennent réellement sont tels que 
p < n. Raisonnons par l’absurde, et supposons qu'il existe p € P tel quep>n 
et U» (An) > 1. On sait qu’il existe k € {1,...,n} tel que wW (A,) = vw (k). 
Alors : 

k — I[ qua) > pr (R) > p>Nn, 
qEP 


donc k > n. C’est absurde! En conclusion A, = T[T[,<, p'r(An), 
5.c. On utilise les deux questions précédentes pour écrire : 


An = [[ "89 < [nr = nt. 


p£n p£n 


puisque le produit TE n=nxnx.… x n possède T(n) facteurs. 


6.a. En utilisant A.I.4.f et A.I.5.c, on obtient : 
VneT 2e A. Ent 
d’où nln2 < r(n)lnn, et : 
n 
> — < : 
Vn>7 (In2) RER n(n). (3) 


6.b. On pose v(n) = (In2)n/Inn et on complète le tableau suivant en 
utilisant notre calculatrice : 


L’inégalité (3) est donc vraie pour tout n > 2. 
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Chapitre 2 


L’algorithme de réussite de 
ses écrits 


Comment réagir pour réussir ses écrits au mieux quelle que soit sa préparation 
effective ? Il faut suivre un algorithme gagnant et ne pas se torturer avec les 
questions que l’on n'arrive pas à traiter. 


Je propose ici un texte que j'ai écrit dans les futures annales de l’agrégation 
interne qui sortiront dès que j’aurai terminé la correction. Un aparté avec mon 
ami lecteur, et la solution que je viens de rédiger, sachant que vous trouverez 
facilement l’énoncé de cette agrégation interne sur internet, par exemple sur 
MégaMaths ! 


2.1 Aparté avec mon ami lecteur 


La question 15.b de la composition 1 de la dernière agrégation interne 2013 est 
difficile et personne ne la rédigera pendant les cinq heures que dure l’épreuve, 
sauf Batman, mais il y a peu de Batmans dans la salle. 


J’ai perdu du temps à chercher, valider, puis rédiger cette solution, et j'ai pu 
faire cela car je dispose de temps. Vous lisez un produit fini que j'ai pris le 
temps de relire. Si j'avais travaillé en temps limité, il ne faut pas se leurrer, 
j'aurais sauté cette question au bout d’au plus cinq minutes de recherche, et le 
plus vite aurait été le mieux car il existe sans doute encore des questions abor- 
dables dans les parties III et IV. De toute façon, nul ne m’empêchera de revenir 
sur une question difficile s’il me reste du temps à la fin de l’épreuve, après avoir 
exploité toutes les questions que j'aurai trouvées accessibles et avec lesquelles 
j'aurais eu une accoïintance. J'imagine qu’un problème comporte trois types 
de questions : 
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e Des questions classiques que l’on peut résoudre en connaissant son 
cours et en adoptant une posture convenable, par exemple en sachant raisonner 
par analyse-synthèse, ou encore en sachant chercher au brouillon en posant les 
bonnes questions, en faisant les bonnes investigations et en utilisant de « bons 
réflexes conditionnés ». Ces questions sont à traiter pendant l'épreuve et l’idéal 
serait d'y consacrer le moins de temps possible pour avancer dans le problème. 
Ces questions rapportent des points précieux, et il faut s’efforcer de les rédiger 
parfaitement, car une erreur de rédaction peut être fatale. De telles questions 
sont typiquement celles auxquelles je m'intéresse dans mes livres de la collec- 
tion Acquisition des fondamentaux pour les concours (par exemple [4] ou [5]) 
et sur lesquelles il faut travailler et investir du temps durant sa préparation 
personnelle. 


e Des questions de difficulté moyenne auxquelles on peut répondre 
avec une probabilité de plus ou moins 50% de réussite. On cherche une solution 
pendant cinq à dix minutes pour voir si l’on découvre une piste raisonnable. 
Si ce n’est pas le cas, il faut songer à ne pas hypothéquer la suite du problème. 
Parmi ces questions figurent celles qui comportent une association d’idée ou 
un mode de pensée auxquels on n’a peut-être pas immédiatement accès. Une 
question simple pour quelqu'un peut être incompréhensible pour quelqu'un 
d'autre! Y revenir plus tard peut permettre de débloquer la situation, parfois 
en peu de temps car l’état d’esprit avec lequel on se pose la question a changé. 


e Des questions infaïisables qui servent seulement à donner des résultats 

nécessaires pour continuer le problème ou conclure une étude. J’appelle « in- 
faisable » toute question qui demande plus de quatre heures de recherche chez 
soi, au calme et en disposant de ses livres, de ses cours et d’un accès internet. Il 
est impensable de se heurter à ce genre de questions quand on dispose de cinq 
heures de composition, sauf à chercher comment rater son épreuve. Le mieux 
serait de localiser et de sauter ces questions après une recherche d’environ cinq 
à dix minutes, pas plus! 
La grande difficulté où l’on se trouve quand on passe un écrit en temps li- 
mité, c’est de ne pas reconnaître à priori et d’un seul regard la dangerosité 
des questions posées. Comment savoir d’un seul coup d’oeil où se cachent les 
questions faciles et où sont celles qui seront impossibles à résoudre ? 


Il n’y à pas d’autre moyen que de débuter ses recherches pour se faire une 
opinion. Il convient d’ailleurs de se faire rapidement une opinion pour ne pas 
perdre les précieuses minutes nécessaires pour répondre à toutes les questions 
du problème qui restent à notre portée. 

Surtout, ne sortons pas de la salle de concours en nous disant qu’avec quinze 
minutes de plus on aurait été capable de répondre à une ou deux questions 
supplémentaires, mais que le manque de temps a été cruel! 
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2.2 Ma solution des questions 15a et 15.b 


15.a. o (M) = (p,q) est la signature de la forme bilinéaire symétrique 4 
de matrice M dans la base canonique e = (e1,.….,e,) de R”. Cette signature 
est, par définition, formée du nombre » de coefficients strictement positifs 
présents dans la diagonale principale de n’importe quelle matrice diagonale D 
qui représente dans une base -orthogonale, et du nombre q de coefficients 
strictement négatifs présents dans cette même diagonale. La matrice : 


aoa1 0 . 0 
D = ‘PMP = ° fre 
(0) 
0 ... 0  an-14n 
est diagonale et représente 4 dans une autre base € = (e,,.….,e,,) de R” 


(puisque s'écrit (PMP, voir le cours sur les changements de base des ma- 
trices de formes bilinéaires symétriques, par exemple dans [1] ou [3]). Par 
conséquent : 

o(M)=0o("PMP)=0(D)=p-q 
Où : 
p = nombre de coefficients strictement positifs dans {ao@1, 4142, …, 4n—14n}, 
q = nombre de coefficients strictement négatifs dans {ao@1,a142, …, 4n_14n}, 


autrement dit : 


p = Card{k € [0,n — 1] / agags1 > 0} 
q = Card{k € [0,n — 1] / axaxr1 < 0}. 


On note que p + q = n puisque aoa1.….an À 0. 
15.b. D’après la question 11 : 


Card{x ER/A(x)=0} = SY%(A5, A1, An) 


= S(4o(-o0), … An(-oo) — S(Ao(+00), … An(+oc) 
où S(Ao Éooss À (-) représente le nombre de changements de signes dans 
la suite (A9(—-o), …, An(—oo)), et de même pour S(A5(+o),…, A,(+oo). Par 
définition : 
S(Ao(-00), …, Anf-oc) = D S(Ax(-o0), Àx1(-00) 
k=0 
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et comme : 


O0 si A(-00) 441 (0x) > 0 
1 si A(-00) 4x1 (0x) < 0 


S(Àx(-), Àx41(-o0) = 


(on n’a jamais À(-00) Àg41 (00) = 0 car AxA}z:1 n’est pas un polynôme nul), 
on déduit : 


S(Ao(-), …, An(- 00) 


2... 
k/ À (-o) Àx41 (oc) <0 
= Card{k € [0,n — 1] / A(-odAy41(-o0) < 0}. 


Posons P, = A;A%11. On a donc : 

S(Ao(-c0), …, An(-o0) = Card {k € [0,n — 1] / P,(-oo) < 0} 
et de même : 

S(Ao(t-o), …, An(+oo) = Card {k € [0,7 — 1] / P,(+oo) < 0}. 


En posant : . 
U = Card {k € [0,n — 1] / Px(-o) < 0} 
V = Card{k € [0,n — 1] / (Ho) < 0} 
on obtient : 
Card{x eR/A(x)=0}=U-V. (1) 


Par ailleurs on à posé © (M (x)) = p(x) — q(x) où : 


p(x) = Card {k € [0,n — 1] / axax+1 > 0} 
q(x) = Card {k € [0,n — 1] / axax+1 < 0} 


(voir notre réponse à la question 15.a). Les az; qui interviennent ici sont liés à 
la matrice M(x) et ont été choisis en posant ax = Ax(x). On peut écrire ces 
égalités car on peut supposer x suffisamment proche de +co, tout simplement 
parce que l’on s'intéresse à des limites pour x tendant vers +o, et qu’au 
voisinage de Ho les ax, qui dépendent de x, ne s’annulent jamais (puisque 
les polynômes Az ne sont pas nuls). Toujours en posant P; — AxAx+1, on a 
donc : 


p(x) = Card {k € [0,n — 1] / P;(x) > 0} 
q(x) = Card {k € [0,n — 1] / P(x) < 0}. 


2.2. MA SOLUTION DES QUESTIONS 15A ET 15.B 


Par suite : 


liMmy__ 00 P (x) 


Card {k € [0,n — 1] / lim, P;(x) > 0} 
Card {k € [0,n — 1] / P,(-o) > 0} 


= n-U 


limy__ 00 q (x) 


Card {k € [0,n — 1] / lim, Px(x) < 0} 
Card {k € [0,n — 1] / P,(-oo) < 0} 


= Card{k € [0,n — 1] / lime Ps(x) > 0} 


Card {k € [0,n — 1] / P,(+oo) > 0} 


= n—-V 


Card {k € [0,n — 1] / lime Px(x) < 0} 
Card {k € [0,n — 1] / P,(+oo) < 0} 


=: Y 


et : 
lim o(M(x)) = 
De même : 
lim +00 p (x) 
limy_+00 4(T) — 
et : 


lim o(Mi{x)) = 


T—+00 


De (1), (2) et (3) on tire : 


lim p(x)— lim gx) = n—-2V. (3) 


æ— +00 æ— +00 


lim o(M(x))— lim o(M(x)) = (n—-2V)-(n—2U) 


4—+00 T——00 


d’où : 


= 2(U-V) 


= 2x Card{xeR/ÀA(x) =0} 


Card{x ER/A(x)=0} = À lim o(M(x))— lim o(M(x)) 
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Chapitre 3 


Faire l’impasse sur 10 leçons 


Exercice 3.1 L'épreuve orale d’un concours consiste à tirer au sort deux 
questions dans un ensemble de N questions, puis à laisser le candidat choisir 
entre ces deux questions celle qu'il traitera. On suppose qu'un candidat a fait 
l’impasse sur n questions. Quelle est la probabilité p(n) pour qu'il tombe sur 
une question connue le jour de l’oral ? 

Application numérique : il y avait 69 leçons à travailler dans la liste du pre- 
mier oral du CAPES 2013. Dresser un tableau qui indique les probabilités p (n) 
lorsque n vaut successivement 10, 15, 20, 25, 30, 35 et 40. 


Solution — Le nombre de paires de questions que l’on peut former avec N 


questions est : 
Pie () :  _ 


Soit Fox le nombre de paires de questions comportant au moins une leçon 
étudiée parmi les N — n qui l’ont été. Notons PcarA le nombre de paires 
de questions que l’on peut former avec deux questions non étudiées par le 
candidat. On à : 


nm 
Pox = P— Pcara avec NGarTA = o) 


La probabilité p (n) de tomber sur une question connue est donc : 


p(n) = P0x L P = Poara _ 1 L Gj 
Fr 0 
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Application numérique — Si N = 69, une machine nous donne les résultats 
suivants (arrondis au centième le plus proche) : 


Commentaire — Ces calculs permettent à Samuel $. de m'écrire ce 21 
février 2013 : 


« En faisant les bonnes impasses, on a toutes les chances de tirer 
une leçon apprise. Ce genre de calcul peut se faire en terminale sans 
problème, et montre qu'avec un travail minimum, mais soutenu, 
on peut envisager d’avoir le « dieu des maths » avec soi lors des 
oraux. L'idéal est de tout connaître, mais quelques omissions ne 
semblent pas mettre en péril de manière significative nos chances 
de réussite. ». 


Ces calculs donnent effectivement une bonne idée des chances que l’on a de 
tomber sur une leçon d’oral 1 que l’on a préparée, mais supposent que les 
paires de leçons sont vraiment tirées au hasard (hypothèse d’équiprobabilité), 
ce qui n’est pas exactement le cas au CAPES puisque : 


- les leçons doivent être couplées pour proposer au candidat une véritable 
alternative (par exemple, un couple de leçons ne peut pas être formé de deux 
leçons de statistiques), ce qui est une bonne chose pour le candidat ; 


- les thèmes d'étude proposés à l’oral 1 doivent être, dans la mesure du 
possible, différents de celui proposé le lendemain à l’oral 2. 


On notera par ailleurs que les calculs de probabilité effectués dans cet exercice 
ne peuvent plus être demandés à un élève de terminale $ car le nouveau pro- 
gramme en vigueur en 2012-13 a supprimé l’étude des dénombrements dans 
cette classe, entre autres suppressions. 


Chapitre 4 


Abscisses curvilignes et 
repères de Frénet 


Les notions de longueurs de courbes, d’abscisses curvilignes et 
de repères de Frénet sont utiles pour aller plus loin dans l’étude 
des arcs paramétrés. Elles nous offrent un éclairage métrique à 
l’étude des courbes du plan ou de l’espace. Qui plus est, il arrive 
que ces notions soient utilisées dans des compositions d’agrégation 
comme, par exemple, dans la seconde composition de l’agrégation 
interne 1995, ou encore dans la question 25 de la première compo- 
sition de l’agrégation interne 2013. 


Le texte suivant permet de faire le point sur ces notions métriques 
fondamentales de la façon la plus simple possible, donc en en évi- 
tant de définir les courbes comme des classes d’équivalences d’arcs 
paramétrés suivant une « bonne relation » d'équivalence entre les 
arcs, ce qui pourrait faire l’objet d’une mise au point spécifique 
dans un autre texte. C’est possible moyennant certaines libertés 
concernant le langage employé, et cela n’a pas trop d’impact dans 
la compréhension du sujet : c’est donc ce que nous ferons pour 
arriver le plus rapidement possible à parler de l’essence de ce pro- 
blème. 


Dans toute la suite, E désigne un espace affine euclidien orienté de dimension n 
(où n € N*) et I = [a,b] représente un intervalle compact de R (a < b). Le 
choix d’un repère orthonormal de Æ permet d’exhiber, si on le désire, une 
bijection de E sur un espace vectoriel normé R”. 

On note R la droite numérique achevée IR U {—00, +00} munie de la relation 
d'ordre usuelle notée < prolongeant l’ordre usuel sur R, noté aussi <. En 
particulier —oo < x < +o pour tout x ER. 
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4.1 Longueur d’un arc paramétré 


Une application continue : 
f: L — 
t = f(b=M(E 


définit un arc paramétré continu que nous noterons y = (J, f). On rappelle 
qu'une subdivision de l'intervalle 1 = {a,b] est une suite finie strictement 
croissante © = (t;)5<;<, de réels compris entre a et b, donc tels que : 


to = a <t1 << <n-1 < tn = b. 


Définition 4.1 Soit y — (I, f) un arc paramétré continu. Si a = (ti)ocien est 
une subdivision de T = [a,b], on appelle longueur de la ligne polygonale 
(M (ti))ocien le réel positif : 


Le (7) = Ÿ Mt) M (ti) = Ve fi) — f (ti-1)| 
El i=1 


La longueur de l'arc 7 est l (7) = Sup{t, (+) / o subdivision de T} ER. On 
dit que l’arc 7 est rectifiable sil(7) € R. 


Il ne faut pas confondre longueur de l’arc 7 et longueur du support 7 (7) de 
cet arc. Par exemple, un segment [A, B] de E peut être paramétré soit par 
MN 6) = (1 —-t) À +£B avec t € [0,1], soit par 72 (t) = (1 —- +?) À + 1?B avec 
te [-1,1}, et l’on constate que : 


l(92) =2Xx AB =21(1) 


même si y, et 72 possèdent le même support [A, B]. 


On montre facilement le : 


Théorème 4.1 Soit y = (1, f) un arc continu, avec T = [a, b]|. 

1) Si est un sous-arc de 7, alors l(y') <1(y). 

2) Si c € [a,b], et si l’on note 1 = ([a,d Ta) et 2 = ([c,b] lente 
alors 1(7) =1(y1)+1(72). En particulier 7 est rectifiable si et seulement si y 
et y2 le sont. 


Définition 4.2 Soient o = (tijocien et 0 = (tiocien deur subdivisions de 
I = [a,b]. On dit que la subdivision o' est plus fine que la subdivision ©, et 
l’on note o' < ©, si tout point t; de o est aussi un point t; de o!. 
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On vérifie facilement que < est une relation d’ordre dans l’ensemble des sub- 
divisions de J. Si o et o/ sont deux subdivisions de TZ, on notera a Ua’ la subdi- 
vision de 7 obtenue en prenant tous les points t; et t! des deux subdivisions o 
et o’. Plus généralement, si o est une subdivision de I et si {c1,.…,cæ} C I, on 
notera o U {c1,…,c} la subdivision de 1 formée de tous les points t; de o et 
de tous les points C1, …, Cp. 


Définition 4.3 Le pas de la subdivision o = (toc, de I est : 


DITES 


Lemme 1 1) Sio' est plus fine que ©, alors L (7) < lo (7). 
2) Si o!=oUf{c,.…,cu} et sie € R\, alors il existe n € R* tel que : 


p(o)<n = (7) < (7) +2ke. 
Preuve — 1) Il suflit de vérifier l'inégalité quand 0° = oU{c}. Si o = (ti)ocien 
et ti9-1 < C< Lio» 


lot (9) — de (9) = Gi) — F ON + CO — FI FC) — fGi-1)1 6) 


donc l (y) — L (7) > 0 d’après l’inégalité triangulaire. 


2) L'égalité (b) montre aussi que : 


ler O) <l () + UF Gi) — FON+ IF (o — fn (G) 


La fonction f est continue sur le compact [a, b], donc uniformément continue 
sur ce compact, et : 


Ve>0 Mm>0 x-y]<n = |f(x)—-f(wl<e. 


L’inégalité (4) montre alors que l,ugey (7) < l (7) + 2e dès que p(o) < n. En 
réitérant k fois, on obtient L,, (+) <l, (y) +2ke. nm 


Théorème 4.2 On a l(7) = lim,()_o lo (7) de sorte que la longueur d’un 
arc puisse être définie par cette formule. 


Preuve — Par définition { (y) = Sup{{, (y) / o subdivision de 7 }. Si + est 
rectifiable, autrement dit si / (7) € R, alors : 
Ve>0' =) 10e LE): 
Le Lemme 1 montre que pour tonte € R*, il existe 7 € R* tel que : 
p(o) <n + louo! (1) < lo (M +2(k— 1)". 


En choisissant &’ = €/2(k — 1) on peut donc affirmer l'existence de 7 € R£ tel 
que : 


pÜo)<n = (y) —e <a (y) < loue (9) < lo (y) + €. 
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Par conséquent : 


Ve>0 Mm>0 po) <n=l(y) -2e < (y) <l(7) 
donc Em, (o)0 be (y) =; (y). 
Si y n’est pas rectifiable, { (+) = + et : 


VA>O0 Hi À < lt (y) 


et pour tout €’ € R*, il existe 7 € R* tel que : 
po) <n = louo’ (9) < lo (9) +2(k—1)€. 
En prenant €’ — A/4(k — 1), on obtient : 
À À 
p()<n + A<k (1) <hbu M) ELLES > 3 <k 
de sorte que lim,()_,0 la (9) = +00 = (7). 0 


Remarque — La définition de la limite lim,()_0 l (7) est a priori bancale 
puisque {, (y) est une fonction de o, et non de p(o), et puisque l’ensemble des 
subdivisions de J n’est pas structuré en espace topologique! On peut néan- 
moins donner un sens rigoureux à l'écriture lim,()_,0 lo (9) = (7) en ayant 
recours à la notion de limite suivant une base de filtre. Ce faisant, écrire 
lim,(o)-0 Lo (7) = L (7) revient légitimement à écrire : 


VE>0 M>0 p(o)<n = H(r)-l()I<E (+) 


Si S désigne l’ensemble des subdivisions o de J, la base de filtre B de S que nous 
utilisons est constituée des parties U,, de S formées par toutes les subdivisions 
de pas inférieur ou égal à n, c’est-à-dire : 


Un ={oeS/p(o)<n} 
et, par définition, dire que la fonction @ : o + 1, (y) admet le nombre { (y) 
pour limite suivant la base de filtre B revient à dire que l’assertion (+) est 
satisfaite (voir [6] 82.2.5). 
Théorème 4.3 Tout arc y de classe C? est rectifiable, de longueur : 


b 
L() S. If I dt. 


Preuve — Soit € > 0 donné. On a : 


Lo [hr ol <A+B+C 
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avec : 
A = Gr I], 
DOCS EN TACAUICEE RUE 
C = IP GIE 8) JP IE 


Î 
Fa 


Comme lim,()_0 > 251 || f (bi) — f (ti-1)|| = 1 (7), il existe mn, > Otel que À < € 
dès que p(o à 2 M- Par ailleurs, la fonction || f’|| est continue donc intégrable 
sur Î et son intégrale est limite des sommes de Riemann, donc : 


lim DIR GDIG- 40e fra 


Cela signifie qu’il existe 7 > 0 tel que C < € dès que p(o) < 7. Il reste à 
majorer B. L’inégalité triangulaire permet d'écrire : 


SI Ga) — Fi) — [lF' G@i-1)|] @i — #51) 


BE 
i=1 
< ÿ IL Ga) — Fi) — F'(éi1) Ci — ta) ||, 
i=1 


d’où : 


T(E) — f'(ti-1)) dt 


< > CAE — F'(éi-1))|] dt. 
= Vi 


La fonction f’ est continue sur [a,b], donc uniformément continu sur cet in- 
tervalle. Il existera donc un réel 73 > 0 tel que || f” (4) — f'(ti_1)|| < € dès que 
p(o) < m3, et l’on aura dans ce cas : 


DEN ie. 
i=1 


Finalement, pour tout € > 0 il existe 7 = Min {m,M2,m3} tel que : 


b 
nee Lun Ir al < 2 +606 - 0 


ere = [rire )]l dé. 
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4.2  Abscisse curviligne 


Supposons que + = (J, f) soit un arc paramétré de classe C1, avec I = [a, b]. 


La fonction : 
ss: I — KR 


t #D= [14 Cu de 


est croissante, dérivable sur 1, de dérivée s’ (t) = ||f’(t)|. Si l’on suppose en 
outre l’arc y régulier, c’est-à-dire sans point stationnaire (ce qui signifie que 
f'(t) 0 quel que soit t € I), alors s/ ne s’annule jamais et s est strictement 
croissante. 

Le Théorème des fonctions réciproques concernant les fonctions continues 
(resp. dérivables) strictement monotone définie sur un intervalle de R et à 
valeurs dans R montre que : 


- J = f(1) est un intervalle, 


- Il existe une application réciproque & = 5! de s, de J dans I, de classe C1, 


telle que : 
1e 


s'(o(u)) 
On s'intéresse alors au paramétrage g = f o o de 7 rendant le diagramme 
ci-dessous commutatif : 


VuelI o'(u) = 


Supp(y) 
/ N 
s 
I ] 
[eo] 
où Supp (+) = f (1) désigne le support de +. Intuitivement, ce paramétrage est 
construit de sorte que, à toute valeur u € J, on fasse correspondre un point 


M (u) = foo (u) situé à la « distance curviligne » u du point M (uo) = f (to). 
En effet : 


où o (u) = t, c’est-à-dire : 


u=s@= ff told =t0,) 
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où yl ,.t représente l’arc obtenu par restriction de f à l’intervalle d’extrémités to 
et t. Ainsi uw est la longueur curviligne entre le point M = f(to) = g (0) et le 
point N = f(t) = g(u). Sur le support de f, le point g(u) est repéré par le 
paramètre u qui correspond à une distance curviligne. 


Autre point intéressant : 


d dd vs 1 FE. SE 
as das /V*æ D OI 
dt 


de sorte que le vecteur g (s) soit toujours un vecteur directeur unitaire de la 
tangente à 7 au point M (s). Le paramétrage s + g(s) par l’abscisse curvi- 
ligne s donne immédiatement accès, par dérivation, à des vecteurs tangents 
unitaires. Nous reparlerons de cela au Théorème 4.7. 


De façon générale, on pose : 


Définition 4.4 Soit y = (1,f) un arc rectifiable. Une abscisse curviligne 
de 7 est une application s : I — R telle que : 


ter [s(é)-s() =) 

où vi » désigne l’arc obtenu par restriction de f à l'intervalle d’extrémités t 
et V. S'il existe to € T tel que 8(to) = 0, on dit que s est une abscisse 
curviligne d’origine to. 
Et énoncer : 
Théorème 4.4 Si + est un arc de classe C?, l'application : 

t 

s(#) = | | f' (u)|] du 
to 


est une abscisse curviligne de 7. 


Preuve — L'application s ainsi définie est croissante car de dérivée || f’ (t)|| 
positive. Si & < #/, 


«(80 = [y Goldr = 10£) 


et sil <t, 


s(#)—5(#) [1 (u)|| du = Qu). 


Dans tous les cas |s(#) — s(t)| = Un»). = 
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Remarque — Lorsque l’arc y = (1, f) n’est plus de classe C1, mais seule- 
ment continu et rectifiable, on peut démontrer que l’application définie par 
tr WU +) sito <tettr —Uné s) si t < to, est croissante et continue, et 
définit une abscisse curviligne de + ([7] 2.1.1.3°). 


L'étude de la réciproque du Théorème 4.4 montre qu’il existe « assez peu » 


d’abscisses curvilignes, ce que confirme notre intuition : 


Théorème 4.5 Soit y = (I, f) un arc régulier de classe C*!. Une application 
s:1—R est une abscisse curviligne de 7 si, et seulement si, il existe € = +1 
et une constante c tels que : 


t 
tel s@=e | I" (u)|] du + c. 


Cela revient à affirmer l'existence de & = +1 tel que s'(t) = ef’ (t)|| pour 
toutte I. 


Preuve — (=) Sis(t)=e)] |f'(u)| du + c alors : 


donc s est une abscisse curviligne de 7. 


(=) Si s est une abscisse curviligne de 7, 


Ver |s(t)— (#0) =) = pl [Cu] du 


donc : 


WÈL = (D (60) = | | f' (u)]] du. 


t 
Posons 50 (t) = | If’ (u)|| du. L'application s9 est une abscisse curviligne et : 
to 


VEI s(t)—s(t0) = &so(t). 
S’il existait 4  {/’ tels que : 
{ s(#) — s (to) = 50 (#') 
s(#") — s (to) = —s0 (#”) 
on aurait (4h 4) = [80 (4) — 50 (#")| = 8 (#) — s(#")|, donc : 


150 (6) — 50 (€) = Iso (€) +50 ()] 
so (t') + so (t”) 
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car t H sp (t) est une fonction positive et croissante. Si 4’ > {”, on obtient 
so (t’) — so(t”) = so(t’) + so(t”) d’où so (t”) = 0, ce qui donne #” = to. Si 
V < V/, on obtient —s0 (#') + sp (t”) = so (t') + s0 (4) d’où so (t') = 0, c’est- 
à-dire # — to. On peut donc affirmer que €y — €» quels que soient t/ et #” 
différents de to, et écrire : 


Venu (Ds (to) = € | | F' (u)]] du. 


Pour conclure, il suffit de remarquer que la dernière égalité écrite est triviale 
quand £ = to. 5 


4.3 Paramétrage normal 


Pour simplifier, appelons courbe 7 le support Supp = f (1) de l’arc para- 
métré y = (1,f), et disons que (7, f) est un paramétrage de la courbe 7. 
Avec cette convention : 


Définition 4.5 Un paramétrage (J, g) de la courbe 7 continue et rectifiable 
est dit normal si |f —t| =1(4?,) pour tous t,# € J. Cela revient à dire que 
Tdy est une abscisse curviligne de + = (J, g). 


Théorème 4.6 Si y = (1,f) est un arc régulier de classe C}, et si a re- 
présente la fonction réciproque de l’abscisse curviligne s(t) — fe If’ (u)|| du 
définie dans la Section 4.2, alors g = f o o est un paramétrage normal de 7. 


Preuve — Comme f = gos, 


LL) — 5 ©] = nl [f" Cu)]] du 


= nl g/ (5 (u)) s' (u)|| du 


Comme s/ (u) = ||f’(u)|| € R+, on obtient : 


LE) — 5 ()| | jL g/ (8 ())]] s/ (u) du 


s(#) 
INC 
s(t) 


En considérant le paramétrage (J, g) de 7, on peut donc dire que : 


= sen) 


Vs,s'eJ [s#-s|- (Es): 


donc (J,g) est un paramétrage normal de +. 5 
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Théorème 4.7 Si (J,g) est un paramétrage normal d’un arc y de classe C! 
(g est donc supposée dérivable), alors : 

VseJ IF (s)|] =: 
Autrement dit, la dérivation d’un paramétrage normal en une valeur s du para- 
mètre donne immédiatement accès à l’un des deux vecteurs unitaires tangents 
à la courbe au point de paramètre s. 


Preuve — Par hypothèse : 
Vs, 50 € J_ |8— 80| = 11% su. 
D'après le Théorème 4.3 : 


RO re 
TRES 
| Lt es 


donc si s > 59, 


5 — 50 - | Lg! (u) || du 
50 


et il suffit de dériver les deux membres de l'égalité par rapport à s pour obtenir 
19’ (s)]| = 1 quel que soit s € J. Si s < 50, 


«82 "| Qallar = fl col du 


et l’on obtient encore ||g (s)| = 1 pour tout s en dérivant les deux membres 
de l'égalité. m 


Théorème 4.8 Un arc y = (I, f) de classe C! admet un paramétrage normal 
si, et seulement si, il est régulier. De plus le paramétrage (J, g) de 7 est normal 
si, et seulement si, ||g (s)|| = 1 pour tout s € J. 


Preuve — Si (1, f) est un paramétrage régulier de y, le Théorème 4.6 exhibe 
un paramétrage normal de 7. Réciproquement, s’il existe un paramétrage nor- 
mal (J, g) de +, le Théorème 4.7 montre que ||g (s)|| = 1 0 pour tout s € J, 
de sorte que (J, g) soit un paramétrage régulier. 


Cela étant, (J,g) est un paramétrage normal de 7 si et seulement si Zdz est 
une abscisse curviligne de + = (J, g), ce qui, d’après le Théorème 4.5, revient 
à dire que : 


Je=+1 Vser (Idy)(s)=1=Eeg(s)|. 
Cette dernière condition s'écrit bien : 
VseJ 9 (s)] = 1. 0 


Terminons en levant une difficulté sur la terminologie adoptée : 


4.4. COURBES DANS L'ESPACE A1 


Su 
Y= (LS pa g = paramétrage normal 
o=s" A \ s = abscisse curviligne 
g=foc 
D 


paramètre t L NORRR Ed paramètre s 


[e} 


F1G. 4.1 —- Abus de langage concernant s 


Définition 4.6 Si g:J—E; sr g(s) est un paramétrage normal de l’arc 
7 = (1, f) de classe C*, on fait l'abus pratique d'appeler abscisse curviligne 
de 7 la variable s de g. 


Il s’agit d’un abus bien commode que l’on décrit sur la FIG. 4.1. Comme on 
l'a vu dans Section 4.2, o = s-! est la fonction réciproque d’une abscisse 
curviligne donnée sur l'arc y = (1, f). On pose : 


g=foc 


pour obtenir un nouveau paramétrage de la courbe à l’aide de s, qui décrit J 
cette fois-ci. 

En faisant ainsi, y = (J, g) et g est un paramétrage normal de +. Le paramètre s 
de g est s(t), image du paramètre { par s, ce qui explique pourquoi l’on confond 
le paramètre s du paramétrage normal g et la fonction abscisse curviligne s. 
Cet abus, simplificateur, nous rappelle, de façon cruciale, que s est bel et bien 
définie dès le départ comme une fonction de t. 


4.4 Courbes dans l’espace 


Dans cette section, + = (1, f) désigne un arc paramétré de classe CŸ dans 
l’espace affine euclidien orienté £ de dimension 3. 


L'espace E sera identifié à un espace vectoriel euclidien de dimension 3, donc 
à RŸ si cela nous enchante, par le choix d’un repère orthonormal direct. On 
pourra donc parler indifféremment de points ou de vecteurs dans Æ£. 

On rappelle qu’un point M = f(t) de y est dit birégulier si le système de 
vecteurs (f”(t),f”(t)) est libre, et qu’un arc paramétré + est dit birégulier 
s’il est birégulier en chacun de ses points. 
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En un point birégulier M de +, on dispose : 
x d’une tangente dirigée par f’ (t), 
x d’un plan osculateur : le plan M + Vect (f'(t), f” (t)), 
x d’un plan rectifiant : le plan M + Vect(f’(t),f" (4) A f”(t)), 
où A désigne le produit vectoriel. 
On admet que ces définitions sont attachées à la « courbe » définie par l’arc 


paramétré + = (1, f), et non à la paramétrisation birégulière particulière uti- 
lisée pour paramétrer 7. 


En d’autres termes, on admet que la tangente en un point M = f(t) du 
support de +, le plan osculateur et le plan rectifiant en M, ne dépendent pas 
du choix de la paramétrisation birégulière f, mais uniquement de M. 


On rappelle à cet effet que deux paramétrisation (1, f) et (J, g) de classe C° 
de Supp(+) sont dites équivalentes s’il existe un C%-difféomorphisme : 


p:l—J 


tel que f = go w, que l’on définit ainsi une relation d'équivalence dans l’en- 
semble des arcs paramétrés de classe C® de même support, et que la courbe 
attachée à l’arc paramétré 7 = (1, f) est, par définition, la classe d’équiva- 
lence de (7, f) pour cette relation d'équivalence [7]. Cette distinction entre 
« courbes » et « arcs paramétrés » peut être évitée en première lecture car 
aura peu d'incidence sur la suite de notre présentation. 


Dans toute la suite, on supposera que l’arc 7 est birégulier. 
7 8 


4.4.1 Repères de Frénet 


Le Théorème 4.8 montre l'existence d’un paramétrage normal g : J — E de 7, 
par exemple g = f o o« où c est la fonction réciproque de : 


tr s(t) = . If" (u)|| du. 
to 
Dans ce cas s représente l’abscisse curviligne associée à ce paramétrage, et : 
Vse J Lg! (s)|] =} 
En dérivant le carré ||g (s)||? = 1, on obtient : 


VseJ g'(s).g'(s)=0 
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(il s’agit d’un produit scalaire). On définit alors les vecteurs unitaires suivants 
attachés au point M = f (t) : 
- le vecteur 7 (s) = g/ (s) qui dirige la tangente à + en M, 


- le vecteur v(s) = g'(s)/||g”(s)|| qui dirige la normale principale à 7 
en M, 


- et enfin le vecteur B(s) = T(s) Av (s) qui dirige la binormale à + en M. 
Avec ces notations, (M,T(s)), (M,T(s),v(s)) et (M,T(s),B(s)) sont des 


repères orthonormaux respectifs de la tangente, du plan osculateur, et du plan 
rectifiant à la courbe en M. 


Définition 4.7 Le repère orthonormal direct (M,T (s) ,v(s),B(s)) est appelé 
repère de Frénet en M de l'arc y (FIG. 4.2). 


FIG. 4.2 — Repère de Frénet 


4.4.2 Formules de Frénet 


On a r’(s) = g'(s) = ||g'(s)||v (s). La courbure de + au point M (s) est, 
par définition, le réel positif c = c(s) = ||g” (s)||, de sorte que : 
dr 
— = CY. 
ds 
On vient d’obtenir la première formule de Frénet. Comme g/(s) est unitaire, 
la courbure c(s) mesure la « vitesse de rotation » du point M en s et rend 
ainsi compte de la « courbure » de la trajectoire. 
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Par définition B(s) = T(s) Av (s) donc : 
B'(s)=T'(s)Av(s)+r(s)Aw/(s)=T(s) Av (s) 


et B/(s).7(s) = 0. Le vecteur {' (s) est donc orthogonal à 7 (s) et à B(s) (en 
effet, comme B(s) est unitaire il suffit de dériver ||B(s)|[? — 1 pour obtenir 
B'(s).8(s) = 0), et il existe une constante T telle que : 


dB _ 
ds 


Nous obtenons la deuxième formule de Frénet où T' est, par définition, la 
torsion de 7 au point M. Enfin : 


Tu. 


B=TAv = v=fAT 

> pP=BfAT+BAT 
> VU=TuAT+BAc 
> w=-TB-0crT 


d’où la troisième formule de Frénet : 


2 
= cr Th: 

ds à 
Si la courbure c de 7 n’est pas nulle en M, le rayon de courbure en M est, 
par définition, le nombre positif R = 1/c, et le centre de courbure en M est 

——> 

le point C défini par MC = Rv. L’inverse 1/T de la torsion est appelé rayon 
de torsion. 


En conclusion : 


Théorème 4.9 (Formules de Frénet) Les vecteurs du repère de Frénet 
(M,T(s),v(s),B(s)) sont liés par les formules : 
dr dB 


dy 
a LE nel n 


4.4.3 Calculs pratiques 


Les calculs suivants montrent qu’il est possible d’obtenir le repère de Frénet, 
la courbure et la torsion en un point birégulier sans avoir à expliciter un 
paramétrage normal de la courbe. Soit + = (1, f) un arc birégulier de classe CŸ. 
Choisissons l’abscisse curviligne : 


s(#) = / | f' (u)|| du 
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introduite au Théorème 4.4, et notons g = foc le paramétrage normal associé 
à s, où o = sl est la fonction réciproque de s, comme dans la Section 4.2. 
On a f—goset s'(t) —{||f'(t})|, d’où : 


FE) = g' (80) (6 = g'(s)s" () = g'(s)|f ©) 
et : 


ro 
On obtient aussi f” (4) = g”(s) (s/ (4))? + g! (s).s" (#), d'où : 
FCO A FT (E) 


= FO 749" (6). () 


Comme ||g (s)|| = 1, les vecteurs g(s) et g”(s) sont orthogonaux et : 


FOTO) AO 


Par conséquent : 


c=WPOAFEI 
POI ï 


Par ailleurs, (*) entraîne aussi : 


Lys 8 L FONFO | FO E 
B=TAIE SOATOT S lrOllr oi à l'O f OI 


S O0 
CCE 
Front © 
Comme la base (7, v, 5) est orthonormale directe, on aura aussi : 
v=BAT. (4) 


Il ne reste plus qu’à exprimer la torsion en fonction de f. On a : 
PC) = g"{s) (#(0)° + gs) 28/(6) 8€) + gs) #6) 8" (6) + g/(s) s/(E). 
Le déterminant [f’(t),f"(t),f""(t)] des trois vecteurs f’(t), f"(t) et f”’ (4) 


dans la base canonique sera donc : 


[f' (4) D (t) nu (#)] = [g's’, us + CACHE g"s"] 
Ê giae NE 
16 [g' g" g""] 


_ ]f' OI [g',g',g" | (b) 


Il 
GP. — 
Q 

M 

th 
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La première formule de Frénet permet d’écrire : 


! 1 dr 
ds 


CU 


de sorte que : 


V1 ! ! 
g = CV +Cc 


duv+c(-cr-TB) (troisième formule de Frénet) 
— cr + cv — cTB 


et : 
[g', g”, g" — (g' Â à) 7: 

(r A cv). (—c?r + cv — cTB) 

(Tr Acv).(-cTB) 

= —@T, ( 


Les relations (2), (b) et (4) donnent alors : 


___ FO, FE.E,f"@) 
FAORYAUIIE FAO 
LC), #7 (6), F7) 


—= : 5 
TE ponp op 


HO TS TRS 


1 
T — D [g',g",g"1 _ 


soit : 


4.5 Courbes planes 


4.5.1 Repères de Frénet 


Soit maintenant y = (1, f) un arc paramétré birégulier de classe C? du plan 
affine euclidien orienté Æ, et g : J — E2 est un paramétrage normal de 7. 
Le vecteur 7 (s) = g'(s) est unitaire et dirige la tangente à + en Ms). Par 
définition, le vecteur unitaire de la normale orientée est le vecteur unitaire 
directement orthogonal à 7 (s). On peut donc écrire : 
v(s)=kAT(s) 
où k désigne le vecteur unitaire directement orthogonal au plan Æ considéré 
comme plongé dans un espace de dimension 3. On a donc : 
dr dv 
/ 1! 1! 
T(s)=g(s); — = s) et ——=kA 5). 
@=g(); Ted) et E=kAg’(s) 


Définition 4.8 Le repère orthonormal direct (M,T(s),1(s)) est appelé re- 
père de Frénet en M de l’arc y (FIG. 4.3). 
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F1G. 4.3 — Repère de Frénet 


4.5.2 Formules de Frénet 


Comme ||g' (s)|| = 1 pour tout s, le vecteur g” (s) est orthogonal à g(s), donc 
colinéaire à r, et il existe un réel c(s) tel que g”/(s) = c(s)r(s). 


Définition 4.9 Le réel c(s) tel que g'(s) = c(s)v(s) est appelé courbure 
algébrique de y en M = Ms). Sic(s) Z 0 (ce qui est toujours le cas lorsque 
l’arc est birégulier), le nombre réel : 


est appelé le rayon de courbure algébrique de y en M. Par définition, la 
courbure (resp. le rayon de courbure) de la courbe y en M est la valeur 
absolue de la courbure algébrique (resp. du rayon de courbure algébrique) de 
cette courbe en M. 


Dans le cas des courbes planes on s'intéresse essentiellement à la courbure 
algébrique en un point. Comme g”(s) = c(s)v(s), on obtient : 


D g'(s)= 0 


et : : 
= KA’ (s) = ckAv = 07. 


En conclusion : 
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Théorème 4.10 {Formules de Frénet) Les vecteurs du repère de Frénet 
(M,T(s),v(s)) sont liés par les formules : 

gs cv et LME —CT 

ds ds ‘ 
Ces formules sont les mêmes que celles obtenues pour une courbe de l’espace 
(Théorème 4.9) mais avec une torsion T nulle. 


4.5.3 Calculs pratiques 


Exprimons les vecteurs 7 (s) = g (s) et v (s), ainsi que la courbure algébrique 
c(s) en fonction de f(t), f'(t) et f”(t). On a f = goset s'(t) = ||f'(t)| 
comme on l’a expliqué au début de la Section 4.4.3, donc f’(t) = g'(s) s’ (t), 
et : 

PORC. 
s'(#) [FC 
Le vecteur v(s) qui dirige la normale en M (s) est unitaire et directement 
orthogonal à 7 (s), et on l’a déjà écrit ainsi : 


T(s)=g'(s) 


DR ‘(2 


7 dg! dr es ; 
On a g’(s) = ri c(s)v(s) d’après les formules de Frénet, et : 


f"(E) = g'(s). (8 (8) + g'(s).s"(#) 
d’où (en notant [f’, f/] le déterminant de f’, f” dans la base canonique) : 
ol ee pe ge 
= [#1 [91 
= FO re = FO 
puisque [7, v] = 1. Par conséquent : 


Eu FES 1 3 
FAO “ 


4.5.4 Utilisation de l’angle polaire 


Soit 0 (€) = (, f'(t)) l'angle polaire entre le premier vecteur de la base ca- 
nonique de ÆE et le vecteur dérivée f’ (t) qui dirige la tangente à la courbe 7 
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au point M(t) = f(t) = (x{(t) ,y(t)). Supposons toujours que f est un para- 
métrage birégulier de classe C? de +. Alors : 

FE) = 2/0 à +90 5 = FOI (cos0(6) À + sin4(t) 7) 
donc : 


{ x/(t) = s' (6) cos 0 (t) Go 


y'(t) = s'(t)sin0@(t). 
D’après le Théorème de relèvement ([7] 8.1.4.1.2°), on peut choisir une fonction 
t 0 (t) est de classe C? pour pouvoir dériver les relations (1) par rapport 
à t. On obtient : 
x" = 5! cos 0 — 5/0 sin 0 
y" = 5! sin 0 + s/0' cos 0. 


En éliminant s”, on trouve : 


y" cos 0 — x” sin0 — 5/0! 


p : 1 ” x! ” y! : æ'y" er g''y (2) 
Us! y s! F s ) — 52 ; 
Notons toujours o : J — I la fonction réciproque de l’abscisse curviligne 
s:1—J.Onaô(t) =600o0(s) et: 
dé _ dd 0 xy-x"yÿ  [f,f"] 


= = = C. 
ds dt ds ss! EE Lf' @ IP 


La dérivée d0/ds est donc égale à la courbure algébrique de + en M (s). Si l’on 
paramétrise la courbe 7 grâce à 0, on obtient : 


d _d ds 
d0 ds d 
avec : 
dd}, dE : JA : dsl 
ds dd # (t) FT MES dd <c . 
d'où : df 
D — RT(s) 


On a donc toujours f’ (0) = R(0)7 (8), où 7 (8) représente le vecteur unitaire 
de la tangente orientée à y au point f (9), et où R (4) désigne le rayon de cour- 
bure de 7 en ce point. C’est cette formule qui est rappelée dans le préambule 
de la deuxième composition de l’agrégation interne 1995. 
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4.5.5 Centre de courbure 


Définition 4.10 Le centre de courbure de y en M (s) est le point C situé 
sur la normale à y en M(s) à une distance égale au rayon de courbure |R| et 
du même côté que la courbe par rapport à sa tangente (c’est-à-dire du même 
côté que le vecteur accélération f" (t)). 


Théorème 4.11 Le centre de courbure C est défini par MC = Rv où R est le 
rayon de courbure algébrique en M, et où v est le vecteur unitaire directement 
orthogonal au vecteur unitaire tangent 7 (s) = g'(s) à la courbe en M (g étant 
un paramétrage normal). 


Preuve — D’après la Définition 4.10, MC = € [R|v avec £ — +1 déterminé 
——> 
de façon à avoir MC.f" (t) > 0. Comme : 
Ars y) x! 
MC.f"(t) = elR|v.f"(t) =EelR| ( u ) { ï ) 
= £|R] (x/y/ - ya!) 
= elR|[f, #"] 


le nombre E& sera choisi de façon à avoir € [f", f”] > 0. D’après la Section 4.5.3 : 


_1i_IfŒ@H 
R=— c eu Fo ? 


— 
donc € sera tel que RE > 0, et l’on aura €|R| = R et MC = Rr.m 


Théorème 4.12 Les coordonnées (X,Y) du centre de courbure C' sont : 


y! (É:S + y?) 


be y" — y" 
x! a? + 12 
Ur Ê L 
z'y" — y'x 
Preuve — On a : 
J' (6) 1 1 1e 
Fr = (x à +y 5) 
IF 22 +y2 
1 1 1 
v=kAT= (—y à +x'j). 
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——> 
La relation MC = Rr donne alors : 


; y y (x? + y?) 
( X—-7 ) _ IF EI AO PTT 
Y —-y Lf', | x! x! (x? ie y?) 
If" (6) ay" — y'x" 
! 3 
puisque R — 0 .E 


Théorème 4.13 Soient y un arc birégulier admettant une courbure non nulle 
au voisinage d’un de ses points Mo. Le centre de courbure de 7 en Mo de 
paramètre so est la limite du point U intersection de la normale à 7 en Mo et 
de la normale à 7 en M(s3), lorsque s tend vers so. 


Preuve — Soit g une paramétrisation normale de 7 et : 


le point de paramètre s de +. Le centre de courbure C en Mo = M (so) est le 
——> 

point C défini par MoC = (1/c(s0)) ”. Au point de paramètre s, le vecteur 

tangent 7 = (g'(s),# (s)) est de norme 1 et 7 = (—#'(s),#/(s)). On a: 


OR SE de 
= c(s) 7 soit bi st20 (9) 


donc : 
(so) 
cf + ve )= ? (80) — c(s0) 


Les coordonnées du point U sont les solutions du système : 
g' (so) (x — (s0)) + (so) (y — w (s0)) = 0 
p'(s)(x—p(s))+w'(s)(y— v(s)) =0 

ou encore : 


g’ (80) z + d'(s0) y = (so) (so) + (so) (so) 
p'(s)r+d'(s)y=v'(s)p(s)+w'(s)d(s). 
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Il suffit de vérifier que les coordonnées de ÜU tendent vers celles de C' pour 
conclure. Faisons la vérification pour l’abscisse seulement. D’après les formules 
de Cramer, l’abscisse de U est : 


(8) Le’ (so) g (80)+4 (so) # (s0)] — #’ (80) Le’ (5) (s)+v" (8) Ÿ (s)] 


: Fo) (6) — 7 6) (80) 
= p (s0) 1 Ÿ Go 
où : 
7 OU AQU 
p(s0)#'(s) +’ (s)# (50) — p(s)g'(s) — D(s)d'(s) 
2 0 OZ 60) _ y (ay 2 97€ 60 
PATIO ET OPA IOET 10 
g'(s) NE + Ÿ"(s) DA 
En passant à la limite et compte tenu de || 7’|| = 1 et de (x), on obtient : 


im A4 — (60) (50) — #’(s0) ” (so) 
ee g (s0)° + Ÿ’ (s0)” 


Remarque — Considérons la paramétrisation : 


ft) =(x(t),y(t)) = (rcost,rsint) 
du cercle + de centre © et de rayon r. L’angle polaire vaut : 
,H= Cf @)=t+S 


et la courbure du cercle sera : 


_d dd 1 1 1 
ds dds [fr 
dt 


La courbure d’un cercle est donc égale à l'inverse de son rayon, et le rayon 
de courbure d’un cercle est constant et égal à son rayon; ce qui est plutôt 
rassurant. La courbure d’un cercle est d'autant plus grande que son rayon est 
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petit, ce qui correspond bien à l’intuition que l’on peut avoir de la courbure 
d’un arc paramétré, et justifie d’avoir posé c = 1/r. 

On pourra vérifier que le centre de courbure d’un cercle coïncide avec son 
centre. Enfin si l’on paramètre + dans l’autre sens en posant : 


f(t) = (rcos(—-t) ,rsin(—-t)), 
on trouve € — —1/r comme courbure algébrique, mais toujours 1/r comme 
courbure géométrique, et toujours le même centre de courbure. 
4.5.6  Développée et développante 


Si la courbure c(t) ne s’annule jamais, le centre de courbure C (t) est toujours 
défini. L’arc paramétré L = (1,h) défini par : 


h: IT — E 
t + C(t) 


est constitué de tous les centres de courbure de 7. C’est par définition la 
développée de 7 : 


Définition 4.11 La développée d’un arc dont la courbure ne s’annule jamais 
est, par définition, la courbe décrite par l’ensemble des centres de courbure de 
l’arc. 


D’après le Théorème 4.12, les coordonnées (X, Y) de C'(t) s’écrivent : 


X =x-yu x? + y? 
AVEC U = —— 
Y = y + ru x!" Es y'x!" 
Comme : 
y L X! L »! — y'u . y'u! 
y! y! + x''u + x'u! 
on obtient : 
1 X! y 
htjAv(t)=— | Y JAI 7 —Ù 
FOI . 
puisque : 
X'x! + Y'y _ (x _ y'u e. y'u!) x’ Je (y! “e ru + zu’) y! 


—_ x"? ne y? +u (ue …. œu") = 0. 


Cela montre que h/ (t) et v (t) sont colinéaires. On peut donc énoncer : 
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Théorème 4.14 La tangente en C à la développée T de 7 coïncide avec la 
normale en M à 7. 


Définition 4.12 Sil est la développée de y, on dit que 7 est la développante 
de T. 


Développée 
Courbe 


Chapitre 5 


Théorèmes de relèvement 


La partie III de la première composition de l’agrégation interne 
2013 était consacrée à la généralisation du théorème de relèvement 
dans le cas où l’ensemble de départ n’est plus un intervalle de R 
mais un compact de C. Dans le texte suivant, nous allons revisi- 
ter ce résultat classique si important, revoir sa démonstration en 
nous inspirant du 8.1.4.1.2 du Cours de mathématiques spéciales 
de Ramis, Deschamps, Odoux [7], puis proposer de démontrer une 
généralisation en résolvant le problème de cette fameuse partie IIT 
citée plus haut. 


5.1 Enoncé 


Soit U = {z2€eC/]|2| = 1} l’ensemble des nombres complexes de module 1, 
encore appelé cercle trigonométrique. Le résultat fondamental est le suivant : 


Théorème 5.1 (Théorème de relèvement) Soit I un intervalle de R. Si 
f : 1 — U est une application de classe CC (m > 0), alors il existe une 
application a : I — KR, de classe C"”, telle que : 


Ver f(th=et, 


Définition 5.1 Les applications «à définies au théorème précédent sont appe- 
lées des relèvements de classe C" de f sur I. 


Le Théorème 5.1 est difficile à démontrer lorsqu'on dispose seulement de la 
continuité de f (voir Sections 5.3 et 5.4), mais un « tour de prestidigitation » 
permet de l'obtenir aisément lorsque m > 1 (Section 5.2). Le lecteur pressé 
pourra se contenter de lire la démonstration dans le cas où m > 1, pour ensuite 
passer directement au problème de la Section 5.5. 
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Par contre, le nombre de relèvement de f est facile à déterminer : 


Théorème 5.2 Dans les conditions du Théorème 5.1, si a et 5 sont deux 
relèvements continus de f sur I, il existe k € Z tel que : 


VteI ot) =B(t)+k2r. 


Preuve — Si 8 : I — U est une autre fonction continue telle que e(0) — eï5(t) 
pour tout t € I, alors : 


VMET k,€Z a(t) = B(t) + k:27. 


Comme les applications a et 8 sont continues, il en sera de même de l’appli- 
cation : 1 


tr ke = 3 (af) — 5(). 


Comme cette application prend ses valeurs dans Z, ce sera une application 
constante et l’on aura bien : 


keZ VET at) =f$5(t)+k27r.m 


La FIG. 5.1 permet de visualiser le Théorème de relèvement d’une fonction 
continue f d’un intervalle [a, b] de R à valeurs dans le cercle trigonométrique U. 


Pour chaque valeur de t, l’image f (t) possède un argument défini à 27 près, si 
bien que l’on puisse imaginer l'application p : R — U qui à 0 fait correspondre 
p(8) = eŸ. Le Théorème de relèvement revient à affirmer qu’il existe une 
application continue à : [ab] — R qui rende le diagramme suivant : 


R 
4 | à 
‘ 
ab] — U 


commutatif, autrement dit, tel que f = poa. Le fait de placer les arguments de 
f(t) sur une hélice que l’on imagine « au-dessus » de U sur la FIG. 5.1 donne 
un sens à ce mot « relèvement ». Au-dessus de f(t) on imagine mieux l’infinité 
des arguments de f(t) différents les uns des autres d’un multiple de 27. 


La force de ce Théorème réside dans la possibilité d'obtenir une dépendance 
continue de l’argument de f(t) quand t varie dans [ab], ce qui a priori n’est 
pas une mince affaire ! 


5.2. PREUVE SI F EST DE CLASSE CV (M >1) 57 


f(t) = ei“ 


F1G. 5.1 — Théorème du relèvement 


5.2 Preuve si f est de classe C7”! (m > 1) 


Soit to un point de /. Pour tout t € 1, on pose : 
t pl 
. ff’ (u) 
gt) =—ài du. 
to f (u) 


Cette définition a un sens car la fonction f”//f est définie et de classe C1 
sur 1 (puisque f ne s’annule jamais sur 1), donc intégrable entre to et t. 
L'application @ : 1 — € ainsi définie est de classe C7”, et : 


A, 
OX 


Posons # (t) = f (t)e-"#(), L'application 4 est dérivable sur I et : 
vter v'()= fe #0 + 7) (—ie #0) (6) =0, 


Ver vg(t)=— 


c’est donc une fonction constante. On à donc Ÿ (t) = Ÿ (to) = f (to) quel que 
soit { € I. Si «ao désigne un argument de f (to), on a : 


Vtelr f(t)= f(to)e 0 = einer) — ilaotp()) — eia(t) 


en posant a (t) = ao +v(t). L'application a : 1 — € est de classe C7? sur J, 
et à valeurs réelles puisque pour tout #, 


Lf = le) =1 = e- MG) 21 = Im(a(t)) = 0. 


C’est le relèvement cherché. = 
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5.3 Preuve si f est continue et / compact 


On suppose maintenant que 1 = [a,b], avec a et b réels et a < b, et que 
f : 1 — U est seulement continue sur I. 


Préliminaires — Considérons la partition de C* formée par A; = C\R- et 
A_ =C\R;. Soit l'application : 


En notant z = x +iy (x,y € R), on constate que : 


CEA, & ER = VER 
& xÆ£Tr (27) 


+ 
& TE Were 


où LŸ = ]r + k27,7 + (k+ 1)2r|, de sorte que : 
ÿ" (44) = U 


Pour tout k, l’application 4 induit une bijection de 7 “Ai sur À,, bijection que 
nous noterons V4 : Î ul — A,. Si l’on identifie R? à C, on peut affirmer que 
UPS | 2 — À, est de classe C®© et écrire : 


—y 
ve (?) Dr) = ef = er? ee | 


L'application d, admet pour différentielle en (x, y) : 


IF. 
kez k 


—e Ysinxz e Ÿcosx 
dx (m9) = ( eŸcosz e Ysinx ) 
Comme det(dw, (x,y)) = —e-Ÿ Z 0, le Théorème d’inversion locale montre 
que Ÿ, est un C'®-difféomorphisme local de L\Ÿ sur A4. Comme 4 : IF — A; 
est bijective, ce sera un C'©-difféomorphisme de 1 : sur ÀA+. On montrerait de 


même que : 
_] _ _ 
7 (4) = se 1, 
où 1} = ]k2r, (k + 1)27| pour tout k € Z, et que 4 induit un homéomorphisme 


(en fait un C'©-difféomorphisme) de chaque 1} sur A_. 


Positionnement du problème — Soit f : [a,b] — U continue. Soit E l’en- 
semble des réels x de l'intervalle [a, b] tels que la restriction flux de f à [a, x] 
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possède des relèvements continus. La partie Æ n’est pas vide car contient a, 
et l’on peut définir : 
c= Sup E. 
Clairement c € [a, b|, et il reste à montrer que ce E et c — b. 
Vérifications — Comme f (c) Z 0, on peut supposer que f (c) € A+ (quitte à 


recommencer un raisonnement analogue si f (c) € ÀA_). Comme f est continue, 
il existe € > 0 tel que : 


fc—e,c+elNl{a,b]) € A+. 
Comme c = Sup E, il existe € € Ïc— €, cNE, et l’on dispose d’un relèvement a 
7 ER ae) = f(8) € A4 
donc il existe & € Z tel que a (£) € I. 
Soit &, € [c,c+e[N [a,b]. On à € < £,. Comme f(t) € A} quel que soit 


te [£,€;], on peut utiliser l’homéomorphisme #, : 17 — A, et définir : 


a (t) = DE (F(6)) 
pour tout t € [é,6,]. Avec ce choix : 


Vie] ft=e1® (x) 


et comme |f(t)| = 1, nécessairement a (t) est réel. Nous disposons donc d’une 
application continue 1 : [£,£,] — R vérifiant (x), et telle que a (£) = a (é). 
Il suffit de définir l'application : 


CE [a, ül] — R 
qui coïncide avec à sur [a, é], et avec a1 sur [£,6,], pour obtenir un relèvement 
continu de f sur [a,&,]. Cela montre que &, € E, et a fortiori que ce E. 


Si l’on avait c < b, on pourrait raisonner comme précédemment et trouver un 
réel £, appartenant à Æ et strictement supérieur à €, ce qui contredirait la 
définition de c comme borne supérieure de Æ. Donc c=betbe E.u 


5.4 Preuve si f est continue et 7 quelconque 


Supposons maintenant que f : Î — U soit continue sur un intervalle quel- 
conque 1. Soient to € Let &o € R tels que f(to) = e"*. Pour tout intervalle 
compact [a, b] contenant t et inclus dans 1, la Section 5.3 montre l'existence 
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de relèvements continus de f sur [ab], et parmi eux il n'existe qu’un seul 
relèvement a, tel que : 
Qa.b (to) = &o-. 


En effet, si 5 est un relèvement continu de f sur [ab], on a : 
(to) — e°20 _ eitab(to) 


donc il existe k € Z tel que @p (to) = ao + K2r, et rien ne nous empêche 
de remplacer av par Gap — k27 pour obtenir un relèvement a, tel que 
ab (to) = &o. Un tel relèvement est bien unique puisque deux relèvements 
continus de f diffèrent entre eux d’un multiple de 27 (Théorème 5.2). 


On peut alors définir une application à : 1 — R qui coïncide avec tous les 
relèvements @,,5 sur [ab], quels que soient les intervalles [a, b] inclus dans 1, 
autrement dit telle que : 


Va,beR a<bet [ablCI A fab] = Lab: 


L'application & est alors continue sur J, et telle que f (t) = e*(®) pour tout t 
appartenant à J.1 


5.5 Généralisation à un compact de C 


La généralisation du Théorème de relèvement classique donné à la Section 5.1 
faisait l’objet de la partie III de la première composition de l’agrégation interne 
2013 que l’on propose ici pour continuer notre étude. 


Problème 5.1 (Agrégation interne 2013) Théorème de relèvement 

Pour (a,b) € N?, nous notons [a, b] l’ensemble des nombres entiers k tels que 
a < k < b, et nous appelons U l’ensemble des nombres complexes de module 1. 
L'application arctan : R —]-x/2,7/2[ (resp. arccotan : R —]0,x[) est la 
fonction réciproque de la restriction de sin/cos à ]-x/2,7/2[ (resp. de cos/sin 
à ]0,x|). 

Nous admettons le théorème suivant : 


Théorème de relèvement — Soient a et b deux réels avec a < b. Si une 
application f : [a,b] — U est continue, alors il existe une application continue 
a:[a,b] —R telle que : 

Vtela,b] f(t) = et), 
La fonction «à est appelée un relèvement continu de l'application f sur [a, b]. 


Nous remplaçons désormais le segment [a, b] par un compact de C. Soit K un 
compact de € contenant 0 et étoilé par rapport à 0, c’est-à-dire tel que : 
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Vz:eK [0,:]CK. 


Considérons F : K — U continue sur K et notons 0 un argument de F(0). 
Le but de ce problème est de montrer l'existence d’une application continue 
a: K —R telle que : 


œ(0)=6 et VzeK F(z:)= et), 


Si z est un élément de K, nous considérons l'application F, : [0,1] — U définie 


par : Vte [0,1] F,(t) = F(tz). 


Nous notons X, : [0,1] —R (resp. Y, : [0,1] — R) la partie réelle (resp. partie 
imaginaire) de F,. 
1. Soit z un élément de K. On demande de justifier l'existence d’une unique 
application continue @; : [0,1] — R telle que a, (0) = 0 et : 
vVte [0,1] F(t2) = ei 0), 


2. Notons à : K —R l'application définie par : 
VzEeK a(z)=a,(1). 
Vérifier que e® = F et a (0) = 0. La preuve de la continuité de a est l’objet 
de ce qui suit. 

3. L'ensemble des complexes dont un argument appartient à [-x/3,Tx/3] est 
noté So. Posons alors S1 = iS0 = {iz / z € So}, Sa = iS1 et S3 = iS2. Soit z 
un élément firé de K. 

(a) Démontrer qu'il existe un entier n € N* et une subdivision 0 = to < 
ti << < tn = 1 de [0,1] tels que pour tout à € [0,n — 1], il existe un sec- 
teur S; (j € [0,3]) contenant F, ([ti,ti41]). 

(b) Démontrer l'existence d’un réel strictement positif Ô vérifiant la pro- 
priété suivante : 


VwueK [|z2-w| <ô—= (v e [0,1] |F,(t) — Fi(t)| < 5) : 


4. On considère les quatre demi-plans Ho, H:, H2 et H3 définis ainsi : 
Ho = R° XR, Hi = iHo, Ho = iH et H3 — iH2. On choisit aussi un élé- 
ment w de K tel que |z — w| < 6. 

(a) Démontrer que pour tout à € [0,n—1] ÿ existe un demi-plan H; 
(j € [0,3]) contenant à la fois F, ([ti, til) et Fo ([ti, til). 

(b) Supposons que F, ([to, t1]) et Fu ([to; t1]) soient tous deux inclus dans Ho. 
Démontrer que : 
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Y, ( Yo ( 
) — arctan ) 


VtE [to,t1] a:(t) — aw(t) = arctan X.® x © 


(c) Supposons n > 2, et F, ([t1,t2]) et Fu ([t1,t2]) tous deux inclus dans Ho, 
ou tous deux inclus dans H;, ou tous deux inclus dans H3. Dans chacun de 
ces trois cas, donner, à l’aide uniquement des fonctions arctan et arccotan, 
une expression analogue à celle trouvée précédemment de a:(t) — auw(t) valable 
pour tout réel t € [t1,t2]. 


(d) En déduire la continuité de a en z. 


Solution — 1. e L'application : 


FE,: [0,1] — U 
t + F(t2) 


est continue comme composée des deux fonctions continues t - tz et F. Le 
Théorème de relèvement rappelé par l’énoncé montre l’existence d’une fonction 
continue &, : [0,1] — U telle que : 


Vtel0,1] F,(t)=F(tz) = eat). 


Bien sûr, pour t = 0, F (0) = ei:(0) donc &,(0) = arg F (0) = 4 (2x) et il 
existe un entier relatif k tel que @,(0) = 0 + k2r. Quitte à troquer a, pour 
l'application {+ a,(t) — k27, on peut supposer que æ,(0) = 8. 


e L’unicité se montre facilement. Si 8, : [0,1] — U est une autre fonction 
continue telle que F, (t) = eï:0) = eï8:0) bour tout £ € [0,1], alors : 


vVtE [O, 1] dk, € Z a;(t) —= Bt) + k:2T. 


Comme les applications a; et B, sont continues, il en sera évidemment de 
même de l'application t + k. Comme cette application prend ses valeurs 
dans Z, ce sera une application constante et : 


3keZ Vtel0,1] a,(t) = B,(t) + k2r. 


De «,(0) = 8 = B,(0) on tire & = 0, d’où a,(t) = B,(t) quel que soit t € [0,1], 
et l’on peut conclure à «a; = B,. 


2. Pour tout z € K, F(z) = eïaz() = eïa(2) jonc F = eï*. De plus a(0) — 
ao(1) et : 
VtEe[0,1] Fo(t)=F(tx 0) = F(0) = ef. 
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Mais aussi F9 (t) = ei), donc : 
vVte[0,1] eo® = ei6 


et : 


VE [O, 1] 24; € Z ao(t) = 0 + k27. 


L'application ao est continue sur [0, 1] et à valeurs discrètes, donc sera constante 
et : 


keZ Vtef0,1] ao(t) =0+k2r. 
Comme ao(0) = 4, on obtient k = 0 et a(0) = ao(1) = 6. 
3.a. Les parties So et S1 ont été hachurées différemment sur la FIG. 5.2. Par 


définition S1 = 450, donc S est l’image de So par la rotation r de centre O et 
d'angle r/2. De même S2 = 591 et S3 = iS2, donc S2 = r?(S5) et S3 = r°(So). 


FIG. 5.2 - Visualisation de So et de Si 


Les S; (0 < à < 3) forment une partition de C. La partie doublement hachurée 
de la FIG. 5.2 montre le chevauchement des parties So et Si, ce qui permet 
d'imaginer les chevauchements des autres parties $; entre elles. L'application 
az : [0,1] — R est continue sur le compact [0,1], donc est uniformément 
continue sur ce compact, et si : 
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il existe 7 > 0 tel que : 


Pour à = 0,...,3 posons : 
I | T F. TT 1 7] 
A PTE OUR Le 
. HP 
de sorte que, pour tout r > 0, avoir 4 € 1; entraîne re? € S;. Comme les 


intervalles 1; se chevauchent deux à deux sur des intervalles de longueurs t/6, 
ce que l’on voit en écrivant : 


T ; .T T À T 
RUE ES Hlofs+é+, 


pour tout { € [0,1] il existera à (4) € {0,...,3} tel que : 


T T 
Je() = > %(t) + | € Lt: 


Compte tenu de (C'), on aura : 


V6e[0,1] m>0 ft) |[t-#[<n—a.(t)el. 


On en déduit que : 


VE, 1] >0 %(t) [t-rl<n=Æ() =. es. 


Il suffit de considérer une subdivision 0 = to < t1 < … < tn = 1 de [0,1] de 
pas 7, c’est-à-dire telle que {411 = tx + n quel que soit k, pour avoir : 


Vk 1€ [tx, tk+1] > lé — t&l <= F,(t) € Sitts) 


ou encore : 


Vk € [0,n — 1] tx) FE, ([tx, tk+1]) ‘æ Si): 


3.b. L'application F : K — U est continue sur le compact K, donc unifor- 
mément continue sur ce compact. On est donc assuré de l’existence de Ô > 0 
tel que : 


1 
Vz,w e K z—w| <= 1F(:)- F(w)| < 3. 
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FiG. 5.3 — [tz — tw] < |z — w| 


Pour tout t € [0,1], on a |tz — tw| <t x [2 — w| < |z — w| (FIG. 5.3) donc : 
1 
VwueK [|z2-w| <0—= {tz-tw| < Ô = |F(tz) — F(tw)| < 5 
ce qui s'écrit encore : 


Vue K [|z-w| <ô = (v e [0,1] |F,(6) — F(t)| < :) : 


4.a. Le demi-plan H1 = iHo est l’image du demi-plan ouvert Ho = R° x R 
par la rotation r de centre © et d’angle 7/2. 


D’après la question 3.a, il existe j tel que F, ([t;, 4411) € S; C H;. D’après la 
question 3.b, 
1 
kz—wl <= [Vel0,1] |F(t) — F(t)] < 5 
donc F,(t) est à une distance de F,(t) strictement inférieure à 1/2. Si t appar- 
tient à [é,t;41], F.(€) appartient à S;, et la nature des parties $; et H; nous 
montre que (voir les dessins de S; et H;) : 


1 
Vves; z-v<, 2€ H;: 


Ici F,(t) € Sj et |E.(t) — Fi(t)| < 1/2 donc F,(t) € H;. Comme cela a lieu 
pour toutte ste, on aura F, (és ber) (a H; et Ly (st) e H;. 
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4.b. On suppose que F, ([to, t1]) € Ho et Fy ([to, t1]) € Ho. On à : 


vVtelto4] E(t)=F(t2) = 0 2 X, (+) +3Y. (4) 


y; 
avec X, (t) > 0, donc tan(arg F, (t)) — a a 
YO) 
YO 
X,(0 
—, 
H, 
On obtient donc : 
arg F, (t) = arctan x. a (x) 
et : 
Y> 
a,(t) = arctan x. “ (T) 
aw(t) = arctan FL e (x). 
Par conséquent : 
£ Ye (é Ve 

VtE to, 1] 24 €eZ a,(t) — au(t) = arctan a e. — arctan x, e + k4T 
L'application : 

[Éo, ti] — R 

t lux ke 
qui à & associe : 
1 Y, ( Yu (t 
k4 = = (a. — ay(t) — arctan X. , + arctan X, a) 


est continue sur [to, t1], à valeurs entières, donc constante. Comme ko = 0, on 
obtient : 


Y: () 


VtE[to,t1] act) — au(t) = arctan X. © AD) 
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Remarque — On à ko = 0 car &,(0) — ay (0) = 0 — 0 = 0 où 0 est un argu- 
ment fixé de F (0), et puisque arctan(Y, (t) /X, (t)) et arctan(Y (t) /Xw (t)) 
sont des arguments de F (0) dans l'intervalle ]-t/2,7/2|, de sorte que : 


Y (0) 


arctan Fa (0) = arctan Fa (0) 


4.c. Traitons chacun des trois cas demandés. 


Premier cas — F, ([t,t2]) € Ho et Fu ([t1, t2]) € Ho. 
Site [t1,t2], a.(t) et au(t) appartiennent à So et l’on obtient : 


AU) Yu () 
X.(® — arctan X, ®) 


JkeZ Vtelth,t:] at) — ait) = arctan + kr. 


comme dans la question 4.a. La valeur de k est obtenue en faisant t = t;. On 
trouve encore : 


Z Yo 
k = L (at) — ay(t1) — arctan Y Gr) + arctan (2 ) =0 
T 


X> (1) Xw (ti) 


en utilisant l’expression de @,(t) — aw(t) obtenue dans la question 4.a. 


Deuxième cas — F, ([t1,t2]) € Hi et Es ([t1, t2]) € Hi. 


Site [h,t2], FE, (t) et F, (t) appartiennent maintenant au demi-plan AH supé- 
rieur de frontière l’axe des abscisses, donc on utilise la fonction arc cotangente. 
Maintenant : 


_ X, (4) 
cotan(arg F, (t)) = Y. ©) 
donc : . 
2 (t 
a,(t) = arg F, (t) = arccotan a + (x) 
où arccotan ie € ]0,7[. De même : 
X 0 
aw(t) = arg F, (t) = arccotan Œ (T) 


Yo (t) 


donc il existe une fonction t + k; à valeurs entières (pour z et w fixés) telle 
que pour tout t € [1, to] : 


X, (& Xw ( 
Han w () 


Y.() TO 


a;(t) — ut) = arccotan 
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Cette relation montre que { — k, est continue sur [t1,t2], et à valeurs discrètes, 
donc qu’il s’agit d’une fonction constante. Il existe donc k € Z tel que : 


X, (+) Xw (t) 
Y. © — arccotan vs (6) 


@;(t) — ut) = arccotan + kT. 


En remplaçant & par t1, on obtient k = 0 puisque : 


Y, (t) Ya (Et) . 
ti) — t = t — t t 4.b 
a;(t1) — aw(t1) arctan X. h) arctan Xu G) (question 4.b) 
X 
—  arccotan — (6x) — arccotan À (6) 
Y, (t) Ya (#1) 


la seconde égalité étant justifiée par le fait que F, (t1) et F4 (t1) appartiennent 
à Ho N Hi, donc que X, (41), Y: (t1), Xw (t1) et Yu (t1) sont tous strictement 
positifs, et par application de la formule : 


1 
Væ E RY  arccotan — = arctanx 
ÿ 


démontrée au Lemme & ci-dessous. En conclusion : 


X, (t) A) 
VtE [ht t) — t) = \r — t | 
[t1,t2] at) — au(t) = arccotan 7. Ô arccotan Ya 
arctan x six >0 


1 
Lemme à& — Vr e R*  arccotan — — ; 
x rm +arctanx six <0(. 


Preuve du Lemme & — Si x € R*, 


Le + 
tany x 
= tany=x 


1 1 
y = arccotan — € |0,r[ — cotany = 
Fe 7. 


= yæ=arctanx (x). 


Par définition arctanx € ]-x/2,x/2[ et y = arccotan(1/x) € ]0,x{, donc la 
congruence y = arctanæ (x) permet d’affirmer que : 


1 
- Six > 0, alors arctanx € ]0,r/2[ et arccotan — = arctan x. 
L 


1 
- Six < 0, alors arctanx € |—7/2,0[ et arccotan — = x + arctan x. = 
g 


Troisième cas — EF, ([t1,t2]) C H3 et Fu ([t1,t2]) C H3. 
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Sit € [h,t2l, F(t) et Fs(t) appartiennent au demi-plan H3 inférieur de 
frontière l’axe des abscisses. On utilise la fonction arc cotangente comme dans 
le second cas pour obtenir de la même façon : 


a,(t) = arg F, (t) = arccotan FE (x) 
et : 
aw(t) = arg F, (t) = arccotan — @, (T), 


et donc l’existence d’une fonction t + k4 à valeurs entières telle que pour tout 
tE [t1, to] ; 


X, (t) Xw (t) 
Y. (®) — arccotan AC) 


a;(t) — ut) = arccotan + KT. 


Unn argument de continuité montre encore ici que k, est indépendant de t. Il 
existe donc k € Z tel que : 


X, (t) Xuw (t) 
Y. (© — arccotan vs) 


En remplaçant & par t1, on obtient encore k = 0 puisque : 


vi) (Er) 
X.() — arctan Xy () 


( X, (t1) ) ( Xw (t1) ) 

arccotan ——— — 7 | — | arccotan © —-7 
Y; (ti) Ft) 

À (6) — arccotan 

Ya) roi 


la seconde égalité étant justifiée par le fait que F, (t1) et F4, (t1) appartiennent 
à Ho N H3, donc que X, (t1) /Y: (t1) < 0 et Xw (t1) / Ya (t1) < 0, et en appli- 
quant la seconde partie du Lemme &. On trouve encore : 


X, (t) Xu (t) 
Y. — arccotan v, () É 


@;(t) — ut) = arccotan + kT. 


arctan 


az(t1) — awlt1) (question 4.b) 


—  arccotan 


VtElti,t2] at) — au(t) = arccotan 


4.d. Soit z € K fixé. Les questions précédentes montrent qu’il existe une 
subdivision 0 = to < t1 < … < th = 1 de [0,1] et un réel Ô > 0 tels que, pour 
tout w € K vérifiant |[z — w| < 6, la différence @,(t) — aw(t) est donnée par 
Pune ou l’autre des formules : 


y: () 
X, (4) Xw (t) 


@;(t) — ut) = arctan 
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ou : 

X, (t) Xu (t) 
— 1e 2 

Y. () arccotan v, () (2) 

lorsque t décrit le segment [t;,t;:1] (0 < à < n — 1). Supposons par exemple 

que cette différence soit donnée par la formule (1) sur [t»-1,tn]. Pour t = 1: 


Y: (1) Yu (1) 
X. (1) — arctan X, © 


a;(t) — ault) = arccotan 


a,(1) — ay(1) = arctan 


et comme à (z) = a,(1) et a(w) = a (1), on obtient : 


en posant : 


O(w) = arctan at 


Notons B(z, 6) la boule ouverte de centre z et de rayon 6. L'application : 


O6: B(zô)NK — R 
- O(w) 


est continue. En effet, 


où X (1) reste strictement positif (ou strictement négatif) pour tout w ap- 
partenant à B(z,0)N K (c’est notre cas d'étude car utiliser la formule (1) re- 
vient à supposer que F, ([tn-1,tn]) et Fu ([én—1; tn]) restent tous deux dans Ho 
ou H2). Les fonctions w + X, (1) et w + Y, (1) sont donc les fonctions coor- 
données de la fonction continue w + F'(w), et à ce titre seront des fonctions 
continues sur B(z,6) N K. Par composition, on déduit alors que la fonction 


0: wr arctan ES est continue sur B(z,0)1N K. 


La continuité de @ donne : 


VE>0 n>0 we B(z,nNB(zô)NK = [8(2:) — G(w)l <e 


de sorte que : 


Ve>0 n>0 we B(z,Min(nô)NK = la(z)-a(w)l<Ee, 


ce qui prouve la continuité de « en z. 
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